
Bé gi¸o dôc vµ ®µo t¹o 

PHAN §øC CHÝNH (Tæng Chñ biªn) 
T¤N TH¢N (Chñ biªn) 

nguyÔn huy ®oan  ph¹m gia ®øc 
tr−¬ng c«ng thµnh  NGUYÔN duy thuËn 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  (T¸i b¶n lÇn thø m−êi l¨m) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nhµ xuÊt b¶n gi¸o dôc viÖt nam 

H·y b¶o qu¶n, gi÷ g×n s¸ch gi¸o khoa ®Ó dµnh tÆng cho c¸c em häc sinh líp sau ! 



  

 

 
 
 

 

 

 

 

 

ChÞu tr¸ch nhiÖm xuÊt b¶n :

ChÞu tr¸ch nhiÖm néi dung :

Chñ tÞch Héi ®ång Thµnh viªn nguyÔn ®øc th¸i 
Tæng Gi¸m ®èc hoµng lª b¸ch 

Tæng biªn tËp phan xu©n thµnh 

Biªn tËp lÇn ®Çu : ph¹m b¶o khuª - lª thÞ thanh h»ng 

Biªn tËp t¸i b¶n : nguyÔn ngäc tó  
Biªn tËp kÜ thuËt vµ tr×nh bµy : nguyÔn thanh thuý - trÇn thanh h»ng 

Tr×nh bµy b×a : bïi quang tuÊn 

Söa b¶n in : v−¬ng thÞ tr×nh 

ChÕ b¶n : c«ng ty cp dÞch vô xuÊt b¶n gi¸o dôc hµ néi 

 

 

B¶n quyÒn thuéc Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam - Bé Gi¸o dôc vµ §µo t¹o 

to¸n 9 - TËp hai 
M· sè : 2H902T0 

In ....... cuèn (Q§ in sè......), khæ 17  24cm.  

§¬n vÞ in.......®Þa chØ.... 

C¬ së in........®Þa chØ...... 

Sè §KXB : 01-2020/CXBIPH/328-869/GD 

Sè Q§XB :....../Q§-GD ngµy....th¸ng.....n¨m.. 

In xong vµ nép l−u chiÓu th¸ng ....... n¨m …….. 

M· sè ISBN : TËp mét : 978-604-0-18606-5 

                      TËp hai  : 978-604-0-18607-2 

 



 3 

 

 

 

 

 

 

PhÇn ®¹i Sè 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4 

  

Ch−¬ng III − HÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn  

 
Trë l¹i bµi to¸n cæ quen thuéc sau ®©y : 

     Võa gµ võa chã 
     Bã l¹i cho trßn 
     Ba m−¬i s¸u con 
     Mét tr¨m ch©n ch½n. 
   Hái cã bao nhiªu gµ, bao nhiªu chã ? 

ë líp 8, ta ®· biÕt c¸ch gi¶i bµi to¸n trªn b»ng c¸ch lËp ph−¬ng tr×nh  
bËc nhÊt mét Èn. Muèn vËy, ta chän mét ®¹i l−îng ch−a biÕt, sè gµ ch¼ng 
h¹n, lµm Èn x råi dùa vµo c¸c mèi quan hÖ gi÷a c¸c ®¹i l−îng ®Ó lËp nªn 
mét ph−¬ng tr×nh víi Èn x. 

Nh−ng trong bµi to¸n trªn, ngoµi ®¹i l−îng ch−a biÕt lµ sè gµ, ta thÊy cßn 
cã mét ®¹i l−îng ch−a biÕt kh¸c lµ sè chã. NÕu kÝ hiÖu x lµ sè gµ vµ y lµ 
sè chã th× : 

− Gi¶ thiÕt cã tÊt c¶ 36 con võa gµ võa chã ®−îc m« t¶ bëi hÖ thøc x + y = 36. 
− Gi¶ thiÕt cã tÊt c¶ 100 ch©n ®−îc m« t¶ bëi hÖ thøc 2x + 4y = 100. 

C¸c hÖ thøc trªn lµ nh÷ng vÝ dô vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn. 
Trong ch−¬ng nµy, chóng ta sÏ lµm quen víi c¸c ph−¬ng tr×nh cã hai Èn 
vµ sÏ thÊy chóng ®−îc øng dông thÕ nµo ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n t−¬ng tù bµi 
to¸n trªn. 

§1. Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn  

TËp nghiÖm cña mét ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 
cã g× míi l¹ ? 

1.  Kh¸i niÖm vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 
ë líp 8, chóng ta ®· häc ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt mét Èn. Trong thùc tÕ, 
cßn cã c¸c t×nh huèng dÉn ®Õn ph−¬ng tr×nh cã nhiÒu h¬n mét Èn. Nh− ®· 
thÊy, bµi to¸n më ®Çu cña ch−¬ng nµy ®· dÉn ®Õn c¸c ph−¬ng tr×nh bËc 
nhÊt hai Èn : x + y = 36 vµ 2x + 4y = 100. 
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 Mét c¸ch tæng qu¸t, ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn x vµ y lµ hÖ thøc d¹ng  
     ax + by = c,         (1) 

trong ®ã a, b vµ c lµ c¸c sè ®· biÕt (a ≠ 0 hoÆc b ≠ 0). 

VÝ dô 1. C¸c ph−¬ng tr×nh 2x − y = 1, 3x + 4y = 0, 0x + 2y = 4, x + 0y = 5 
lµ nh÷ng ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn. 

 Trong ph−¬ng tr×nh (1), nÕu gi¸ trÞ cña vÕ tr¸i t¹i x = x0 vµ y = y0 b»ng 
vÕ ph¶i th× cÆp sè (x0 ; y0) ®−îc gäi lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1).  

Ta còng viÕt : Ph−¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm lµ (x ; y) = 0 0(x ; y ) . 

VÝ dô 2. CÆp sè (3 ; 5) lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 2x − y = 1 v× 
2.3 − 5 = 1. (Víi c¸ch nãi nµy, ta lu«n hiÓu r»ng x = 3 vµ y = 5.) 

 Chó ý. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, mçi nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1) 
®−îc biÓu diÔn bëi mét ®iÓm. NghiÖm 0 0(x ; y )  ®−îc biÓu diÔn bëi ®iÓm 
cã to¹ ®é 0 0(x ; y ).  

a) KiÓm tra xem c¸c cÆp sè (1 ; 1) vµ (0,5 ; 0) cã lµ nghiÖm cña ph−¬ng 
tr×nh 2x − y = 1 hay kh«ng. 

b) T×m thªm mét nghiÖm kh¸c cña ph−¬ng tr×nh 2x − y = 1. 

Nªu nhËn xÐt vÒ sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 2x − y = 1. 

 §èi víi ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn, kh¸i niÖm tËp nghiÖm vµ kh¸i 
niÖm ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng còng t−¬ng tù nh− ®èi víi ph−¬ng tr×nh 
mét Èn. Ngoµi ra, ta vÉn cã thÓ ¸p dông quy t¾c chuyÓn vÕ vµ quy t¾c 
nh©n ®· häc ®Ó biÕn ®æi ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn. 

2.  TËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

 XÐt ph−¬ng tr×nh 

    2x − y = 1.         (2) 

ChuyÓn vÕ, ta cã  2x − y = 1 ⇔ y = 2x − 1. 

§iÒn vµo b¶ng sau vµ viÕt ra s¸u nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (2) : 

x −1 0 0,5 1 2 2,5 

y = 2x − 1       

?1 

?2 

?3 
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Mét c¸ch tæng qu¸t, nÕu cho x mét gi¸ trÞ bÊt 
k× th× cÆp sè (x ; y), trong ®ã y = 2x − 1, lµ mét 
nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (2). Nh− vËy, tËp 
nghiÖm cña (2) lµ  

 S = {(x ; 2x − 1) | x ∈ R}. 

Ta nãi r»ng ph−¬ng tr×nh (2) cã nghiÖm tæng 
qu¸t lµ (x ; 2x − 1) víi x tuú ý (x ∈ R), hoÆc  

x
.

y 2x 1

∈⎧
⎨ = −⎩

R
                   (3) 

Cã thÓ chøng minh r»ng : Trong mÆt ph¼ng 
to¹ ®é Oxy, tËp hîp c¸c ®iÓm biÓu diÔn c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (2) 
lµ ®−êng th¼ng y = 2x − 1 (®−êng th¼ng (d) trªn h×nh 1). Ta nãi : 

TËp nghiÖm cña (2) ®−îc biÓu diÔn bëi ®−êng th¼ng (d), hay ®−êng th¼ng 
(d) ®−îc x¸c ®Þnh bëi ph−¬ng tr×nh 2x − y = 1. 

§−êng th¼ng (d) cßn gäi lµ ®−êng th¼ng 
2x − y = 1 vµ ®−îc viÕt gän lµ  

  (d) : 2x − y = 1. 

 XÐt ph−¬ng tr×nh 0x + 2y = 4.          (4) 

V× (4) nghiÖm ®óng víi mäi x vµ y = 2 
nªn nã cã nghiÖm tæng qu¸t lµ (x ; 2) víi  
x ∈ R, hay  

x
.

y 2

∈⎧
⎨ =⎩

R
 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, tËp nghiÖm cña (4) ®−îc biÓu diÔn bëi ®−êng 
th¼ng ®i qua ®iÓm A(0 ; 2) vµ song song víi trôc hoµnh (h. 2). Ta gäi ®ã 
lµ ®−êng th¼ng y = 2. 

 XÐt ph−¬ng tr×nh 4x + 0y = 6.               (5) 

V× (5) nghiÖm ®óng víi x = 1,5 vµ víi mäi y nªn nã cã nghiÖm tæng qu¸t 
lµ (1,5 ; y) víi y ∈ R, hay  

x 1, 5
.

y

=⎧
⎨ ∈⎩ R

 

H×nh 2 

y

O

2 y = 2

A

x

H×nh 1 

y

yo

o

O

−1

1

2

x

M

(d)

x
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Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, tËp nghiÖm cña (5) ®−îc biÓu diÔn bëi ®−êng 
th¼ng ®i qua ®iÓm B(1,5 ; 0) vµ song song víi trôc tung (h. 3). Ta gäi ®ã 
lµ ®−êng th¼ng x = 1,5. 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã : 

1) Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn ax + by = c 
lu«n lu«n cã v« sè nghiÖm. TËp nghiÖm 
cña nã ®−îc biÓu diÔn bëi ®−êng th¼ng  
ax + by = c, kÝ hiÖu lµ (d). 

2) NÕu a ≠ 0 vµ b ≠ 0 th× ®−êng th¼ng (d) 
chÝnh lµ ®å thÞ cña hµm sè bËc nhÊt  

   y = 
a c .x
b b

− +  

NÕu a ≠ 0 vµ b = 0 th× ph−¬ng tr×nh trë thµnh ax = c hay x = 
c

,
a

 vµ ®−êng 

th¼ng (d) song song hoÆc trïng víi trôc tung. 

NÕu a = 0 vµ b ≠ 0 th× ph−¬ng tr×nh trë thµnh by = c hay y = 
c

,
b

 vµ ®−êng 

th¼ng (d) song song hoÆc trïng víi trôc hoµnh. 

Bµi tËp 

1.  Trong c¸c cÆp sè (−2 ; 1), (0 ; 2), (−1 ; 0), (1,5 ; 3) vµ (4 ; −3), cÆp sè nµo 
lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh : 

a) 5x + 4y = 8 ?    b) 3x + 5y = −3 ? 

2.  Víi mçi ph−¬ng tr×nh sau, t×m nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh vµ vÏ 
®−êng th¼ng biÓu diÔn tËp nghiÖm cña nã : 

a) 3x − y = 2 ;     b) x + 5y = 3 ;    

c) 4x − 3y = −1 ;    d) x + 5y = 0 ;   

e) 4x + 0y = −2 ;    f) 0x + 2y = 5. 

3.  Cho hai ph−¬ng tr×nh x + 2y = 4 vµ x − y = 1. VÏ hai ®−êng th¼ng biÓu 
diÔn tËp nghiÖm cña hai ph−¬ng tr×nh ®ã trªn cïng mét hÖ to¹ ®é. X¸c 
®Þnh to¹ ®é giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng vµ cho biÕt to¹ ®é cña nã lµ 
nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh nµo. 

H×nh 3 

y

O

1,5

xB

x
 =

 1
,5
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Cã thÓ em ch−a biÕt ? 

§èi víi ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn d¹ng 

ax + by = c (a, b, c ∈ Z),       (1) 

ng−êi ta cßn ®Æt vÊn ®Ò t×m c¸c nghiÖm nguyªn cña nã. Tiªu biÓu trong lÜnh vùc 

nµy lµ nhµ to¸n häc Hi L¹p §i-«-ph¨ng (Diophantus, kho¶ng n¨m 250). ë Ên §é, 
A-ri-a-ba-ta (Aryabhata, kho¶ng 476 − 550) còng ®· quan t©m ®Õn viÖc t×m c¸c 
nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh nµy ; nh−ng ng−êi ®· cho lêi gi¶i tæng qu¸t 
cña bµi to¸n lµ Bra-ma-gup-ta (Bramahgupta, kho¶ng 598 − 660). Ngµy nay, ta 
®· biÕt lêi gi¶i cña bµi to¸n nµy qua hai mÖnh ®Ò sau : 

1) NÕu ph−¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm nguyªn th× c chia hÕt cho −íc chung lín 
nhÊt cña a vµ b. 

2) Ng−îc l¹i, nÕu c chia hÕt cho −íc chung lín nhÊt cña a vµ b th× (1) lu«n cã 
nghiÖm nguyªn. Trong tr−êng hîp nµy, ta cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng a, b nguyªn tè 

cïng nhau. Khi ®ã, nÕu (x0 ; y0) lµ mét nghiÖm nguyªn cña (1) th× c«ng thøc 
sau cho tÊt c¶ c¸c nghiÖm nguyªn cña (1) : 

    
−

⎧
⎨
⎩

0

0

x = x + tb

y = y ta
  (t ∈ Z). 

§Ó thÊy ®−îc ý nghÜa h×nh häc cña bµi to¸n nµy, trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, ta gäi 

c¸c ®iÓm cã to¹ ®é nguyªn lµ c¸c ®iÓm nguyªn. Khi ®ã, bµi to¸n trªn cã nghÜa lµ : 

T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm nguyªn trªn ®−êng th¼ng ax + by = c. 

§2. HÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn  

Cã thÓ t×m nghiÖm cña mét hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng 
c¸ch vÏ hai ®−êng th¼ng ®−îc kh«ng ? 

1.  Kh¸i niÖm vÒ hÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

XÐt hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 2x + y = 3 vµ x − 2y = 4.  

KiÓm tra r»ng cÆp sè (x ; y) = (2 ; −1) võa lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
thø nhÊt, võa lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh thø hai. 

?1 
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Ta nãi r»ng cÆp sè (2 ; −1) lµ mét nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh  

2x y 3
.

x 2y 4

+ =⎧
⎨ − =⎩

 

Tæng qu¸t, cho hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn ax + by = c vµ  
a'x + b'y = c'. Khi ®ã, ta cã hÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn   

 (I) 
ax by c

.
a'x b'y c'

+ =⎧
⎨ + =⎩

         

 NÕu hai ph−¬ng tr×nh Êy cã nghiÖm chung 0 0(x ; y ) th× 0 0(x ; y )  ®−îc gäi lµ 
mét nghiÖm cña hÖ (I). 

NÕu hai ph−¬ng tr×nh ®· cho kh«ng cã nghiÖm chung th× ta nãi hÖ (I)  
v« nghiÖm. 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh lµ t×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm (t×m tËp nghiÖm) cña nã. 

2.  Minh ho¹ h×nh häc tËp nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn 
T×m tõ thÝch hîp ®Ó ®iÒn vµo chç trèng (…) trong c©u sau :  

NÕu ®iÓm M thuéc ®−êng th¼ng ax + by = c th× to¹ ®é (x0 ; y0) cña ®iÓm 
M lµ mét … cña ph−¬ng tr×nh ax + by = c. 

Tõ ®ã suy ra : 

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, nÕu gäi (d) lµ ®−êng th¼ng ax + by = c vµ (d') lµ 
®−êng th¼ng a'x + b'y = c' th× ®iÓm chung (nÕu cã) cña hai ®−êng th¼ng 
Êy cã to¹ ®é lµ nghiÖm chung cña hai ph−¬ng tr×nh cña (I). VËy, tËp 
nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh (I) ®−îc biÓu diÔn bëi tËp hîp c¸c ®iÓm 
chung cña (d) vµ (d'). 

VÝ dô 1. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh  

    
x y 3

.
x 2y 0

+ =⎧
⎨ − =⎩

 

Gäi hai ®−êng th¼ng x¸c ®Þnh 
bëi hai ph−¬ng tr×nh trong hÖ 
®· cho lÇn l−ît lµ (d1) vµ (d2). 

VÏ (d1) vµ (d2) trong cïng mét 
hÖ trôc to¹ ®é (h. 4), ta thÊy chóng 

?2 

H×nh 4

O

1

2

(d ) :
  x

 − 2y = 0

(d ) : x + y = 3

1

2

3

3

y

x

M
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c¾t nhau t¹i mét ®iÓm duy nhÊt M. Ta x¸c ®Þnh ®−îc to¹ ®é cña ®iÓm M lµ 
(2 ; 1). (Thö l¹i, ta thÊy (2 ; 1) lµ mét nghiÖm cña hÖ). 

VËy hÖ ph−¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt (x ; y) = (2 ; 1). 

VÝ dô 2. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh 

    
3x 2y 6

.
3x 2y 3

− = −⎧
⎨ − =⎩

 

Do 3x − 2y = −6 ⇔ y = 
3
2

x + 3 nªn tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh thø 

nhÊt ®−îc biÓu diÔn bëi ®−êng th¼ng  (d1) : y = 
3
2

x + 3 . 

T−¬ng tù, tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
thø hai ®−îc biÓu diÔn bëi ®−êng th¼ng 

(d2) : y = 
3
2

x − 
3
2

.  

Hai ®−êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã tung ®é 
gèc kh¸c nhau vµ cã cïng hÖ sè gãc 

b»ng 
3
2

 nªn song song víi nhau (h. 5). 

Chóng kh«ng cã ®iÓm chung. §iÒu ®ã 
chøng tá hÖ ®· cho v« nghiÖm. 

VÝ dô 3. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh  

   
2x y 3

.
2x y 3

− =⎧
⎨− + = −⎩

 

Ta thÊy tËp nghiÖm cña hai ph−¬ng tr×nh trong hÖ ®−îc biÓu diÔn bëi cïng 

mét ®−êng th¼ng y = 2x − 3. VËy, mçi nghiÖm cña mét trong hai ph−¬ng 
tr×nh cña hÖ còng lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh kia.  

HÖ ph−¬ng tr×nh trong vÝ dô 3 cã bao nhiªu nghiÖm ? V× sao ? 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã : 

§èi víi hÖ ph−¬ng tr×nh (I), ta cã : 

− NÕu (d) c¾t (d') th× hÖ (I) cã mét nghiÖm duy nhÊt. 

− NÕu (d) song song víi (d') th× hÖ (I) v« nghiÖm. 

− NÕu (d) trïng víi (d') th× hÖ (I) cã v« sè nghiÖm. 

?3 

H×nh 5 

y

O 1

−

− 2
x

3

(d
 )1

(d
 )2

3

2
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 Chó ý. Tõ kÕt qu¶ trªn ta thÊy, cã thÓ ®o¸n nhËn sè nghiÖm cña  
hÖ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn (I) b»ng c¸ch xÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña c¸c 
®−êng th¼ng ax + by = c vµ a'x + b'y = c'. 

3.  HÖ ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng 

T−¬ng tù nh− ®èi víi ph−¬ng tr×nh, ta cã : 

§Þnh nghÜa 

Hai hÖ ph−¬ng tr×nh ®−îc gäi lµ t−¬ng ®−¬ng víi nhau nÕu chóng cã cïng 
tËp nghiÖm. 

Ta còng dïng kÝ hiÖu "⇔" ®Ó chØ sù t−¬ng ®−¬ng cña hai hÖ ph−¬ng tr×nh, 
ch¼ng h¹n ta viÕt  

2x y 1

x 2y 1

− =⎧
⎨ − = −⎩

 ⇔  
2x y 1

x y 0

− =⎧
⎨ − =⎩

. 

 

Bµi tËp 

4.  Kh«ng cÇn vÏ h×nh, h·y cho biÕt sè nghiÖm cña mçi hÖ ph−¬ng tr×nh sau 
®©y vµ gi¶i thÝch v× sao : 

a) 
y 3 2x

y 3x 1

= −⎧
⎨ = −⎩

 ;     b) 

1
y x 3

2 ;
1

y x 1
2

⎧ = − +⎪
⎨
⎪ = − +
⎩

  

c) 
2y 3x

3y 2x

= −⎧
⎨ =⎩

   ;    d) 
3x y 3

1
x y 1

3

− =⎧⎪
⎨

− =⎪⎩

. 

5.  §o¸n nhËn sè nghiÖm cña c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng h×nh häc : 

a) 
2x y 1

x 2y 1

− =⎧
⎨ − = −⎩

 ;     b) 
2x y 4

x y 1

+ =⎧
⎨− + =⎩

. 

6.  §è 

B¹n Nga nhËn xÐt : Hai hÖ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn v« nghiÖm th× 
lu«n t−¬ng ®−¬ng víi nhau. 
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B¹n Ph−¬ng kh¼ng ®Þnh : Hai hÖ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn cïng cã v« 
sè nghiÖm th× còng lu«n t−¬ng ®−¬ng víi nhau. 

Theo em, c¸c ý kiÕn ®ã ®óng hay sai ? V× sao ? (cã thÓ cho mét vÝ dô hoÆc 
minh ho¹ b»ng ®å thÞ). 

LuyÖn tËp  

7.   Cho hai ph−¬ng tr×nh 2x + y = 4 vµ 3x + 2y = 5. 

a) T×m nghiÖm tæng qu¸t cña mçi ph−¬ng tr×nh trªn. 

b) VÏ c¸c ®−êng th¼ng biÓu diÔn tËp nghiÖm cña hai ph−¬ng tr×nh trong 
cïng mét hÖ trôc to¹ ®é, råi x¸c ®Þnh nghiÖm chung cña chóng. 

8. Cho c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 
x 2

2x y 3

=⎧
⎨ − =⎩

 ;     b) 
x 3y 2

2y 4

+ =⎧
⎨ =⎩

. 

Tr−íc hÕt, h·y ®o¸n nhËn sè nghiÖm cña mçi hÖ ph−¬ng tr×nh trªn  
(gi¶i thÝch râ lÝ do). Sau ®ã, t×m tËp nghiÖm cña c¸c hÖ ®· cho b»ng c¸ch 
vÏ h×nh. 

9.  §o¸n nhËn sè nghiÖm cña mçi hÖ ph−¬ng tr×nh sau, gi¶i thÝch v× sao : 

a) 
x y 2

3x 3y 2

+ =⎧
⎨ + =⎩

 ;     b) 
3x 2y 1

6x 4y 0

− =⎧
⎨− + =⎩

.  

10.  §o¸n nhËn sè nghiÖm cña mçi hÖ ph−¬ng tr×nh sau, gi¶i thÝch v× sao : 

a) 
4x 4y 2

2x 2y 1

− =⎧
⎨− + = −⎩

 ;     b) 
1 2

x y
3 3
x 3y 2

⎧ − =⎪
⎨
⎪ − =⎩

 .  

11.  NÕu t×m thÊy hai nghiÖm ph©n biÖt cña mét hÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn (nghÜa lµ hai nghiÖm ®−îc biÓu diÔn bëi hai ®iÓm ph©n biÖt) th× ta 

cã thÓ nãi g× vÒ sè nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh ®ã ? V× sao ?  
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§3. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ  

Ph¶i ch¨ng chØ lµ quy vÒ gi¶i ph−¬ng tr×nh mét Èn ? 

Nãi chung, muèn gi¶i mét hÖ ph−¬ng tr×nh hai Èn, ta t×m c¸ch biÕn ®æi hÖ 
ph−¬ng tr×nh ®· cho ®Ó ®−îc mét hÖ ph−¬ng tr×nh míi t−¬ng ®−¬ng,  
trong ®ã mét ph−¬ng tr×nh cña nã chØ cßn mét Èn. Mét trong c¸c c¸ch 
gi¶i lµ ¸p dông quy t¾c sau gäi lµ quy t¾c thÕ. 

1. Quy t¾c thÕ 
Quy t¾c thÕ dïng ®Ó biÕn ®æi mét hÖ ph−¬ng tr×nh thµnh hÖ ph−¬ng tr×nh 
t−¬ng ®−¬ng. Quy t¾c thÕ gåm hai b−íc sau : 

B−íc 1. Tõ mét ph−¬ng tr×nh cña hÖ ®· cho (coi lµ ph−¬ng tr×nh thø nhÊt), 
ta biÓu diÔn mét Èn theo Èn kia råi thÕ vµo ph−¬ng tr×nh thø hai ®Ó ®−îc 
mét ph−¬ng tr×nh míi (chØ cßn mét Èn). 

B−íc 2. Dïng ph−¬ng tr×nh míi Êy ®Ó thay thÕ cho ph−¬ng tr×nh thø hai 
trong hÖ (ph−¬ng tr×nh thø nhÊt còng th−êng ®−îc thay thÕ bëi hÖ thøc 
biÓu diÔn mét Èn theo Èn kia cã ®−îc ë b−íc 1). 

VÝ dô 1. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh  

(I) 
x 3y 2

.
2x 5y 1

− =⎧
⎨− + =⎩

  

ViÖc ¸p dông quy t¾c thÕ ®èi víi hÖ (I) nh− sau : 

B−íc 1. Tõ ph−¬ng tr×nh ®Çu, biÓu diÔn x theo y, ta cã x = 3y + 2  (*).  
LÊy kÕt qu¶ nµy thÕ vµo chç cña x trong ph−¬ng tr×nh thø hai th× ®−îc 

2(3y 2) 5y 1− + + = . 

B−íc 2. Dïng ph−¬ng tr×nh võa cã, thay thÕ cho ph−¬ng tr×nh thø hai cña 
hÖ vµ dïng (*) thay thÕ cho ph−¬ng tr×nh thø nhÊt, ta ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh 

x 3y 2
.

2(3y 2) 5y 1

= +⎧
⎨− + + =⎩

 

 Sau khi ®· ¸p dông quy t¾c thÕ, ta thÊy ngay cã thÓ gi¶i hÖ (I) nh− sau : 

(I) ⇔ 
x 3y 2

2(3y 2) 5y 1

= +⎧
⎨− + + =⎩

 ⇔ 
x 3y 2

y 5

= +⎧
⎨ = −⎩

 ⇔ 
x 13

.
y 5

= −⎧
⎨ = −⎩

 

VËy hÖ (I) cã nghiÖm duy nhÊt lµ (−13 ; −5). 

C¸ch gi¶i nh− trªn gäi lµ gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ. 
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2.  ¸p dông 

VÝ dô 2. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

   (II) 
2x y 3

x 2y 4

− =⎧
⎨ + =⎩

. 

Gi¶i. Ta cã (biÓu diÔn y theo x tõ ph−¬ng tr×nh thø nhÊt) 

(II)  ⇔  
y 2x 3

x 2(2x 3) 4

= −⎧
⎨ + − =⎩

   ⇔  
y 2x 3

5x 6 = 4

= −⎧
⎨ −⎩

 

 ⇔  
y 2x 3

x 2

= −⎧
⎨ =⎩

    ⇔  
x 2

y 1

=⎧
⎨ =⎩

. 

VËy hÖ (II) cã nghiÖm duy nhÊt lµ (2 ; 1). 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ (biÓu diÔn y theo x tõ 
ph−¬ng tr×nh thø hai cña hÖ) 

4x 5y 3
.

3x y 16

− =⎧
⎨ − =⎩

 

 Chó ý  

NÕu trong qu¸ tr×nh gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ, ta thÊy 
xuÊt hiÖn ph−¬ng tr×nh cã c¸c hÖ sè cña c¶ hai Èn ®Òu b»ng 0 th× hÖ 
ph−¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ cã v« sè nghiÖm hoÆc v« nghiÖm. 

VÝ dô 3. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

(III) 
4x 2y 6

.
2x y 3

− = −⎧
⎨− + =⎩

 

Gi¶i 

+ BiÓu diÔn y theo x tõ ph−¬ng tr×nh thø hai, ta ®−îc y = 2x + 3. 

+ ThÕ y trong ph−¬ng tr×nh ®Çu bëi 2x + 3, ta cã  

4x − 2(2x + 3) = − 6 ⇔ 0x = 0. 

Ph−¬ng tr×nh nµy nghiÖm ®óng víi mäi x ∈ R. VËy hÖ (III) cã v« sè nghiÖm. 
Cô thÓ, tËp nghiÖm cña nã còng lµ tËp nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 

?1 
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hai Èn y = 2x + 3. Do ®ã, hÖ (III) cã c¸c nghiÖm (x ; y) tÝnh bëi 
c«ng thøc 

x

y 2x 3.

∈⎧
⎨ = +⎩

R
 

B»ng minh ho¹ h×nh häc, h·y gi¶i thÝch t¹i sao hÖ (III) cã v« sè nghiÖm. 
 

Cho hÖ ph−¬ng tr×nh  

(IV) 
4x y 2

.
8x 2y 1

+ =⎧
⎨ + =⎩

  

B»ng minh ho¹ h×nh häc vµ b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ, chøng tá r»ng hÖ (IV) 

v« nghiÖm. 

Tãm t¾t c¸ch gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ 

1) Dïng quy t¾c thÕ biÕn ®æi hÖ ph−¬ng tr×nh ®· cho ®Ó ®−îc mét hÖ 
ph−¬ng tr×nh míi, trong ®ã cã mét ph−¬ng tr×nh mét Èn. 

2) Gi¶i ph−¬ng tr×nh mét Èn võa cã, råi suy ra nghiÖm cña hÖ ®· cho. 

Bµi tËp 

Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ : 

12.  a) 
x y 3

3x 4y 2

− =⎧
⎨ − =⎩

 ;   b) 
7x 3y 5

4x y 2

− =⎧
⎨ + =⎩

 ;  c) 
x 3y 2

5x 4y 11

+ = −⎧
⎨ − =⎩

. 

13.  a) 
3x 2y 11

4x 5y 3

− =⎧
⎨ − =⎩

 ;   b) 
x y

1
2 3
5x 8y 3

⎧ − =⎪
⎨
⎪ − =⎩

. 

14.  a) 
x y 5 0

x 5 3y 1 5

⎧ + =⎪
⎨

+ = −⎪⎩
 ;    b) 

(2 3)x 3y 2 5 3

4x y 4 2 3

⎧ − − = +⎪
⎨

+ = −⎪⎩
. 

LuyÖn tËp 

15.  Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 
2

x 3y 1

(a 1)x 6y 2a

+ =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) a = −1 ;      b) a = 0 ;      c) a = 1.  

?2 

?3 
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Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ (c¸c bµi 16 vµ 17) : 

16.  a) 
3x y 5

5x 2y 23

− =⎧
⎨ + =⎩

 ;  b) 
3x 5y 1

2x y 8

+ =⎧
⎨ − = −⎩

 ;      c) 
x 2
y 3

x y 10 0

⎧ =⎪
⎨
⎪ + − =⎩

. 

17.  a)
x 2 y 3 1

x y 3 2

⎧ − =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 ;   b) 

x 2 2y 5

x 2 y 1 10

⎧ − =⎪
⎨

+ = −⎪⎩
 ;  c) 

( 2 1)x y 2

x ( 2 1)y 1

⎧ − − =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
. 

18.  a) X¸c ®Þnh c¸c hÖ sè a vµ b, biÕt r»ng hÖ ph−¬ng tr×nh  

2x by 4

bx ay 5

+ = −⎧
⎨ − = −⎩

 

cã nghiÖm lµ (1 ; −2). 

b) Còng hái nh− vËy, nÕu hÖ ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ ( 2 − 1 ; 2 ). 

19.  BiÕt r»ng : §a thøc P(x) chia hÕt cho ®a thøc x − a khi vµ chØ khi P(a) = 0. 
H·y t×m c¸c gi¸ trÞ cña m vµ n sao cho ®a thøc sau ®ång thêi chia hÕt cho 
x + 1 vµ x − 3 : 

P(x) = mx3 + (m − 2)x2 − (3n − 5)x − 4n. 

§4. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng 
ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè  

 

Ta ®· biÕt, muèn gi¶i mét hÖ ph−¬ng tr×nh hai Èn, ta t×m c¸ch quy vÒ  
viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh mét Èn. Môc ®Ých ®ã còng cã thÓ ®¹t ®−îc b»ng 
c¸ch ¸p dông quy t¾c sau gäi lµ quy t¾c céng ®¹i sè. 

1.  Quy t¾c céng ®¹i sè 

Quy t¾c céng ®¹i sè dïng ®Ó biÕn ®æi mét hÖ ph−¬ng tr×nh thµnh hÖ 
ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng. Quy t¾c céng ®¹i sè gåm hai b−íc sau : 

B−íc 1. Céng hay trõ tõng vÕ hai ph−¬ng tr×nh cña hÖ ph−¬ng tr×nh ®· 
cho ®Ó ®−îc mét ph−¬ng tr×nh míi. 

B−íc 2. Dïng ph−¬ng tr×nh míi Êy thay thÕ cho mét trong hai ph−¬ng 
tr×nh cña hÖ (vµ gi÷ nguyªn ph−¬ng tr×nh kia). 
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VÝ dô 1. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh 

    
2x y 1

(I)
x y 2

− =⎧
⎨ + =⎩

. 

Ta ¸p dông quy t¾c céng ®¹i sè ®Ó biÕn ®æi hÖ (I) nh− sau : 

B−íc 1. Céng tõng vÕ hai ph−¬ng tr×nh cña (I), ta ®−îc ph−¬ng tr×nh  
(2x − y) + (x + y) = 3 hay 3x = 3. 

B−íc 2. Dïng ph−¬ng tr×nh míi ®ã thay thÕ cho ph−¬ng tr×nh thø nhÊt,  

ta ®−îc hÖ 
3x 3

x y 2

=⎧
⎨ + =⎩

 ; hoÆc thay thÕ cho ph−¬ng tr×nh thø hai, ta ®−îc 

hÖ 
2x y 1

3x 3

− =⎧
⎨ =⎩

. 

¸p dông quy t¾c céng ®¹i sè ®Ó biÕn ®æi hÖ (I), nh−ng ë b−íc 1, h·y trõ 
tõng vÕ hai ph−¬ng tr×nh cña hÖ (I) vµ viÕt ra c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh míi  
thu ®−îc. 

 Sau ®©y, ta sÏ t×m c¸ch sö dông quy t¾c céng ®¹i sè ®Ó gi¶i hÖ hai 
ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn. C¸ch lµm ®ã gäi lµ gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 
b»ng ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè. 

2.  ¸p dông 
1) Tr−êng hîp thø nhÊt 

(C¸c hÖ sè cña cïng mét Èn nµo ®ã trong hai ph−¬ng tr×nh b»ng nhau 
hoÆc ®èi nhau). 

VÝ dô 2. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh  

(II) 
2x y 3

.
x y 6

+ =⎧
⎨ − =⎩

  

C¸c hÖ sè cña y trong hai ph−¬ng tr×nh cña hÖ (II) cã ®Æc ®iÓm g× ?  

Tõ ®Æc ®iÓm ®ã, ta cã thÓ gi¶i hÖ (II) nh− sau : 

Céng tõng vÕ hai ph−¬ng tr×nh cña hÖ (II), ta ®−îc 

3x = 9 ⇔ x = 3. 
Do ®ã  

(II) ⇔ 
3x 9

x y 6

=⎧
⎨ − =⎩

 ⇔ 
x 3

x y 6

=⎧
⎨ − =⎩

 ⇔ 
x 3

.
y 3

=⎧
⎨ = −⎩

 

VËy hÖ ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt (x ; y) = (3 ; −3). 

?2 

?1 
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VÝ dô 3. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh 

(III) 
2x 2y 9

.
2x 3y 4

+ =⎧
⎨ − =⎩

  

a) Nªu nhËn xÐt vÒ c¸c hÖ sè cña x trong hai ph−¬ng tr×nh cña hÖ (III). 

b) ¸p dông quy t¾c céng ®¹i sè, h·y gi¶i hÖ (III) b»ng c¸ch trõ tõng vÕ 
hai ph−¬ng tr×nh cña (III). 

2) Tr−êng hîp thø hai  

(C¸c hÖ sè cña cïng mét Èn trong hai ph−¬ng tr×nh kh«ng b»ng nhau vµ 
kh«ng ®èi nhau). 

VÝ dô 4. XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh  

(IV) 
3x 2y 7

.
2x 3y 3

+ =⎧
⎨ + =⎩

  

Ta sÏ t×m c¸ch biÕn ®æi ®Ó ®−a hÖ (IV) vÒ tr−êng hîp thø nhÊt. Muèn 
vËy, nh©n hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh thø nhÊt víi 2 vµ hai vÕ cña ph−¬ng 
tr×nh thø hai víi 3, ta cã hÖ t−¬ng ®−¬ng : 

(IV)   ⇔  
6x 4y 14

.
6x 9y 9

+ =⎧
⎨ + =⎩

  

Gi¶i tiÕp hÖ (IV) b»ng ph−¬ng ph¸p ®· nªu ë tr−êng hîp thø nhÊt. 

Nªu mét c¸ch kh¸c ®Ó ®−a hÖ ph−¬ng tr×nh (IV) vÒ tr−êng hîp thø nhÊt ?  

Tãm t¾t c¸ch gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè 

1) Nh©n hai vÕ cña mçi ph−¬ng tr×nh víi mét sè thÝch hîp (nÕu cÇn) sao 
cho c¸c hÖ sè cña mét Èn nµo ®ã trong hai ph−¬ng tr×nh cña hÖ b»ng 
nhau hoÆc ®èi nhau. 

2) ¸p dông quy t¾c céng ®¹i sè ®Ó ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh míi, trong ®ã cã 
mét ph−¬ng tr×nh mµ hÖ sè cña mét trong hai Èn b»ng 0 (tøc lµ ph−¬ng 
tr×nh mét Èn). 

3) Gi¶i ph−¬ng tr×nh mét Èn võa thu ®−îc råi suy ra nghiÖm cña hÖ  
®· cho. 

 

?5 

?3 

?4 
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Bµi tËp 

Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè : 

20.  a) 
3x y 3

2x y 7

+ =⎧
⎨ − =⎩

 ;   b) 
2x 5y 8

2x 3y 0

+ =⎧
⎨ − =⎩

 ; c) 
4x 3y 6

2x y 4

+ =⎧
⎨ + =⎩

 ;  

 d) 
2x 3y 2

3x 2y 3

+ = −⎧
⎨ − = −⎩

 ;            e) 
0, 3x 0, 5y 3

1, 5x 2y 1, 5

+ =⎧
⎨ − =⎩

.  

21.  a) 
x 2 3y 1

2x y 2 2

⎧ − =⎪
⎨

+ = −⎪⎩
 ;      b) 

5x 3 y 2 2

x 6 y 2 2

⎧ + =⎪
⎨

− =⎪⎩
. 

LuyÖn tËp  

22. Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau b»ng ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè : 

a) 
5x 2y 4

6x 3y 7

− + =⎧
⎨ − = −⎩

 ;     b) 
2x 3y 11

4x 6y 5

− =⎧
⎨− + =⎩

 ;    c) 
3x 2y 10

2 1
x y 3

3 3

− =⎧⎪
⎨

− =⎪⎩

.  

23.  Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh sau : 

   
(1 2)x (1 2)y 5

.
(1 2)x (1 2)y 3

⎧ + + − =⎪
⎨

+ + + =⎪⎩
   

24.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh : 

a) 
2(x y) 3(x y) 4

(x y) 2(x y) 5

+ + − =⎧
⎨ + + − =⎩

 ;   b) 
2(x 2) 3(1 y) 2

.
3(x 2) 2(1 y) 3

− + + = −⎧
⎨ − − + = −⎩

  

25.  Ta biÕt r»ng : Mét ®a thøc b»ng ®a thøc 0 khi vµ chØ khi tÊt c¶ c¸c hÖ sè 
cña nã b»ng 0. H·y t×m c¸c gi¸ trÞ cña m vµ n ®Ó ®a thøc sau (víi biÕn sè 
x) b»ng ®a thøc 0 : 

P(x) = (3m − 5n + 1)x + (4m − n − 10). 

26.  X¸c ®Þnh a vµ b ®Ó ®å thÞ cña hµm sè y = ax + b ®i qua hai ®iÓm A vµ B 
trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) A(2 ; −2) vµ B(−1 ; 3) ;   b) A(−4 ; −2) vµ B(2 ; 1) ;  

c) A(3 ; −1) vµ B(−3 ; 2) ;   d) A( 3  ; 2) vµ B(0 ; 2). 
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27.  B»ng c¸ch ®Æt Èn phô (theo h−íng dÉn), ®−a c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau vÒ 
d¹ng hÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn råi gi¶i : 

a) 

1 1
1

x y

3 4
5

x y

⎧ − =⎪⎪
⎨
⎪ + =
⎪⎩

.    H−íng dÉn.  §Æt u = 
1
x

 , v = 
1
y

 ; 

b) 

1 1
2

x 2 y 1

2 3
1

x 2 y 1

⎧ + =⎪ − −⎪
⎨
⎪ − =

− −⎪⎩

. H−íng dÉn. §Æt u = 
1

x 2−
, v = 

1 .
y 1−

 

§5. Gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp hÖ ph−¬ng tr×nh 

H·y nh¾c l¹i c¸c b−íc gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp ph−¬ng tr×nh. 

§Ó gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp hÖ ph−¬ng tr×nh, chóng ta còng lµm  
t−¬ng tù. 

VÝ dô 1. T×m sè tù nhiªn cã hai ch÷ sè, biÕt r»ng hai lÇn ch÷ sè hµng ®¬n 
vÞ lín h¬n ch÷ sè hµng chôc 1 ®¬n vÞ, vµ nÕu viÕt hai ch÷ sè Êy theo thø 
tù ng−îc l¹i th× ®−îc mét sè míi (cã hai ch÷ sè) bÐ h¬n sè cò 27 ®¬n vÞ. 

C¸ch gi¶i 

Trong bµi to¸n trªn, ta thÊy cã hai ®¹i l−îng ch−a biÕt lµ ch÷ sè hµng 
chôc vµ ch÷ sè hµng ®¬n vÞ cña sè cÇn t×m. Theo gi¶ thiÕt, khi viÕt hai 
ch÷ sè Êy theo thø tù ng−îc l¹i, ta vÉn ®−îc mét sè cã hai ch÷ sè. §iÒu ®ã 
chøng tá r»ng c¶ hai ch÷ sè Êy ®Òu ph¶i kh¸c 0. 

VËy ta cã thÓ gi¶i bµi to¸n ®· cho nh− sau : 

Gäi ch÷ sè hµng chôc cña sè cÇn t×m lµ x, ch÷ sè hµng ®¬n vÞ lµ y. §iÒu 
kiÖn cña Èn lµ : x vµ y lµ nh÷ng sè nguyªn, 0 < x ≤ 9 vµ 0 < y ≤ 9. Khi ®ã, 
sè cÇn t×m lµ 10x + y. Khi viÕt hai ch÷ sè theo thø tù ng−îc l¹i, ta ®−îc sè 
10y + x. 

Theo ®iÒu kiÖn ®Çu, ta cã : 2y − x = 1 hay −x + 2y = 1.  

?1 
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Theo ®iÒu kiÖn sau, ta cã : (10x + y) − (10y + x) = 27 ⇔ 9x − 9y = 27 
hay x − y = 3. 

Tõ ®ã, ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh  

(I) 
x 2y 1

x y 3

− + =⎧
⎨ − =⎩

. 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (I) vµ tr¶ lêi bµi to¸n ®· cho. 

VÝ dô 2. Mét chiÕc xe t¶i ®i tõ TP.Hå ChÝ Minh ®Õn TP. CÇn Th¬, qu·ng 
®−êng dµi 189 km. Sau khi xe t¶i xuÊt ph¸t 1 giê, mét chiÕc xe kh¸ch 
b¾t ®Çu ®i tõ TP. CÇn Th¬ vÒ TP. Hå ChÝ Minh vµ gÆp xe t¶i sau khi ®· 
®i ®−îc 1 giê 48 phót. TÝnh vËn tèc cña mçi xe, biÕt r»ng mçi giê xe 
kh¸ch ®i nhanh h¬n xe t¶i 13 km. 

C¸ch gi¶i 

Tõ gi¶ thiÕt cña bµi to¸n, ta thÊy khi hai xe gÆp nhau th× : 

− Thêi gian xe kh¸ch ®· ®i lµ 1 giê 48 phót, tøc lµ 
9
5

 giê. 

− Thêi gian xe t¶i ®· ®i lµ 1 giê + 
9
5

 giê = 
14
5

 giê (v× xe t¶i khëi hµnh 

tr−íc xe kh¸ch 1 giê). 

Gäi vËn tèc cña xe t¶i lµ x (km/h) vµ vËn tèc cña xe kh¸ch lµ y (km/h). 

§iÒu kiÖn cña Èn lµ x vµ y lµ nh÷ng sè d−¬ng. 

Ta tiÕp tôc gi¶i bµi to¸n nµy b»ng c¸ch thùc hiÖn c¸c ho¹t ®éng sau : 

LËp ph−¬ng tr×nh biÓu thÞ gi¶ thiÕt : Mçi giê, xe kh¸ch ®i nhanh h¬n xe 

t¶i 13 km. 

ViÕt c¸c biÓu thøc chøa Èn biÓu thÞ qu·ng ®−êng mçi xe ®i ®−îc, tÝnh ®Õn 

khi hai xe gÆp nhau. Tõ ®ã suy ra ph−¬ng tr×nh biÓu thÞ gi¶ thiÕt qu·ng 

®−êng tõ TP. Hå ChÝ Minh ®Õn TP. CÇn Th¬ dµi 189 km. 

Gi¶i hÖ hai ph−¬ng tr×nh thu ®−îc trong       vµ       råi tr¶ lêi bµi to¸n. 

 

?2 

?3 

?4 

?5 ?3 ?4
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Bµi tËp 

28.  T×m hai sè tù nhiªn, biÕt r»ng tæng cña chóng b»ng 1006 vµ nÕu lÊy sè 
lín chia cho sè nhá th× ®−îc th−¬ng lµ 2 vµ sè d− lµ 124. 

29.  Gi¶i bµi to¸n cæ sau : 

Quýt, cam m−êi b¶y qu¶ t−¬i 

§em chia cho mét tr¨m ng−êi cïng vui. 
Chia ba mçi qu¶ quýt råi 

Cßn cam mçi qu¶ chia m−êi võa xinh. 
Tr¨m ng−êi, tr¨m miÕng ngät lµnh. 

Quýt, cam mçi lo¹i tÝnh rµnh lµ bao ? 

30.  Mét «t« ®i tõ A vµ dù ®Þnh ®Õn B lóc 12 giê tr−a. NÕu xe ch¹y víi vËn tèc 
35 km/h th× sÏ ®Õn B chËm 2 giê so víi dù ®Þnh. NÕu xe ch¹y víi vËn tèc 
50 km/h th× sÏ ®Õn B sím 1 giê so víi dù ®Þnh. TÝnh ®é dµi qu·ng ®−êng 
AB vµ thêi ®iÓm xuÊt ph¸t cña «t« t¹i A. 

 

§6. Gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp hÖ ph−¬ng tr×nh 
(TiÕp theo) 

VÝ dô 3. Hai ®éi c«ng nh©n cïng lµm mét ®o¹n ®−êng trong 24 ngµy th× 
xong. Mçi ngµy, phÇn viÖc ®éi A lµm ®−îc nhiÒu gÊp r−ìi ®éi B. Hái nÕu 
lµm mét m×nh th× mçi ®éi lµm xong ®o¹n ®−êng ®ã trong bao l©u ? 

C¸ch gi¶i 
Tõ gi¶ thiÕt hai ®éi cïng lµm trong 24 ngµy th× xong c¶ ®o¹n ®−êng (vµ 
®−îc xem lµ xong 1 c«ng viÖc), ta suy ra trong mét ngµy hai ®éi lµm 

chung ®−îc 1
24

(c«ng viÖc). T−¬ng tù, sè phÇn c«ng viÖc mµ mçi ®éi lµm 

®−îc trong mét ngµy vµ sè ngµy cÇn thiÕt ®Ó ®éi ®ã hoµn thµnh c«ng viÖc 
lµ hai ®¹i l−îng tØ lÖ nghÞch (trong bµi to¸n nµy, ta hiÓu "sè ngµy" lµ mét 
®¹i l−îng kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i nguyªn). 

VËy ta cã thÓ gi¶i bµi to¸n nh− sau : 

Gäi x lµ sè ngµy ®Ó ®éi A lµm mét m×nh hoµn thµnh toµn bé c«ng viÖc ;  
y lµ sè ngµy ®Ó ®éi B lµm mét m×nh hoµn thµnh toµn bé c«ng viÖc. §iÒu 
kiÖn cña Èn lµ x vµ y lµ nh÷ng sè d−¬ng.  
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Mçi ngµy, ®éi A lµm ®−îc 1
x

 (c«ng viÖc), ®éi B lµm ®−îc 1
y

 (c«ng viÖc). 

Do mçi ngµy, phÇn viÖc ®éi A lµm ®−îc nhiÒu gÊp r−ìi ®éi B nªn ta cã 

ph−¬ng tr×nh 1
x

 = 1,5 1.
y

 hay 

1
x

 = 3 .
2

1
y

       (1) 

Hai ®éi lµm chung trong 24 ngµy th× xong c«ng viÖc nªn mçi ngµy hai 

®éi cïng lµm th× ®−îc 1
24

(c«ng viÖc). Ta cã ph−¬ng tr×nh 

1
x

 + 1
y

 = 1 .
24

      (2) 

Tõ (1) vµ (2), ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh 

(II) 

1 3 1.
x 2 y

1 1 1
x y 24

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ + =
⎪⎩

. 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (II) b»ng c¸ch ®Æt Èn phô 1 1u  ; v = 
x y

⎛ ⎞=
⎝ ⎠

 råi tr¶ 

lêi bµi to¸n ®· cho. 

H·y gi¶i bµi to¸n trªn b»ng c¸ch kh¸c (gäi x lµ sè phÇn c«ng viÖc lµm 
trong mét ngµy cña ®éi A ; y lµ sè phÇn c«ng viÖc lµm trong mét ngµy 
cña ®éi B). Em cã nhËn xÐt g× vÒ c¸ch gi¶i nµy ? 

Bµi tËp 

31.  TÝnh ®é dµi hai c¹nh gãc vu«ng cña mét tam gi¸c vu«ng, biÕt r»ng nÕu 

t¨ng mçi c¹nh lªn 3 cm th× diÖn tÝch tam gi¸c ®ã sÏ t¨ng thªm 36 cm2, 
vµ nÕu mét c¹nh gi¶m ®i 2 cm, c¹nh kia gi¶m ®i 4 cm th× diÖn tÝch cña 

tam gi¸c gi¶m ®i 26 cm2. 

32.  Hai vßi n−íc cïng ch¶y vµo mét bÓ n−íc c¹n (kh«ng cã n−íc) th× sau  

4
4
5

 giê ®Çy bÓ. NÕu lóc ®Çu chØ më vßi thø nhÊt vµ 9 giê sau míi më 

thªm vßi thø hai th× sau 
6
5

 giê n÷a míi ®Çy bÓ. Hái nÕu ngay tõ ®Çu chØ 

më vßi thø hai th× sau bao l©u míi ®Çy bÓ ? 

?7 

?6 
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33.  Hai ng−êi thî cïng lµm mét c«ng viÖc trong 16 giê th× xong. NÕu ng−êi 
thø nhÊt lµm 3 giê vµ ng−êi thø hai lµm 6 giê th× chØ hoµn thµnh ®−îc 
25% c«ng viÖc. Hái nÕu lµm riªng th× mçi ng−êi hoµn thµnh c«ng viÖc ®ã 
trong bao l©u ? 

LuyÖn tËp  

34.  Nhµ Lan cã mét m¶nh v−ên trång rau c¶i b¾p. V−ên ®−îc ®¸nh thµnh 
nhiÒu luèng, mçi luèng trång cïng mét sè c©y c¶i b¾p. Lan tÝnh r»ng : 
NÕu t¨ng thªm 8 luèng rau, nh−ng mçi luèng trång Ýt ®i 3 c©y th× sè c©y 
toµn v−ên Ýt ®i 54 c©y. NÕu gi¶m ®i 4 luèng, nh−ng mçi luèng trång t¨ng 
thªm 2 c©y th× sè rau toµn v−ên sÏ t¨ng thªm 32 c©y. Hái v−ên nhµ Lan 
trång bao nhiªu c©y rau c¶i b¾p ? 

35.  (Bµi to¸n cæ Ên §é). Sè tiÒn mua 9 qu¶ thanh yªn vµ 8 qu¶ t¸o rõng th¬m 
lµ 107 rupi. Sè tiÒn mua 7 qu¶ thanh yªn vµ 7 qu¶ t¸o rõng th¬m lµ 91 rupi. 
Hái gi¸ mçi qu¶ thanh yªn vµ mçi qu¶ t¸o rõng th¬m lµ bao nhiªu rupi ? 

36.  §iÓm sè trung b×nh cña mét vËn ®éng viªn b¾n sóng sau 100 lÇn b¾n lµ 
8,69 ®iÓm. KÕt qu¶ cô thÓ ®−îc ghi trong b¶ng sau, trong ®ã cã hai « bÞ 
mê kh«ng ®äc ®−îc (®¸nh dÊu *) : 

§iÓm sè cña mçi lÇn b¾n 10 9 8 7 6 

Sè lÇn b¾n 25 42 * 15 * 

Em h·y t×m l¹i c¸c sè trong hai « ®ã. 

37.  Hai vËt chuyÓn ®éng ®Òu trªn mét ®−êng trßn ®−êng kÝnh 20 cm, xuÊt 
ph¸t cïng mét lóc, tõ cïng mét ®iÓm. NÕu chuyÓn ®éng cïng chiÒu th× 
cø 20 gi©y chóng l¹i gÆp nhau. NÕu chuyÓn ®éng ng−îc chiÒu th× cø  
4 gi©y chóng l¹i gÆp nhau. TÝnh vËn tèc cña mçi vËt. 

38.  NÕu hai vßi n−íc cïng ch¶y vµo mét bÓ n−íc c¹n (kh«ng cã n−íc) th× bÓ 
sÏ ®Çy trong 1 giê 20 phót. NÕu më vßi thø nhÊt trong 10 phót vµ vßi thø 

hai trong 12 phót th× chØ ®−îc 
2

15
 bÓ n−íc. Hái nÕu më riªng tõng vßi th× 

thêi gian ®Ó mçi vßi ch¶y ®Çy bÓ lµ bao nhiªu ? 
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39.  Mét ng−êi mua hai lo¹i hµng vµ ph¶i tr¶ tæng céng 2,17 triÖu ®ång, kÓ c¶ 
thuÕ gi¸ trÞ gia t¨ng (VAT) víi møc 10% ®èi víi lo¹i hµng thø nhÊt vµ 8% 
®èi víi lo¹i hµng thø hai. NÕu thuÕ VAT lµ 9% ®èi víi c¶ hai lo¹i hµng 
th× ng−êi ®ã ph¶i tr¶ tæng céng 2,18 triÖu ®ång. Hái nÕu kh«ng kÓ thuÕ 
VAT th× ng−êi ®ã ph¶i tr¶ bao nhiªu tiÒn cho mçi lo¹i hµng ? 

¤n tËp ch−¬ng III 

C©u hái 

1.  Sau khi gi¶i hÖ 
x y 3

x y 1

+ =⎧
⎨ − =⎩

, b¹n C−êng kÕt luËn r»ng hÖ ph−¬ng tr×nh cã 

hai nghiÖm : x = 2 vµ y = 1. Theo em ®iÒu ®ã ®óng hay sai ? NÕu sai th× 
ph¶i ph¸t biÓu thÕ nµo cho ®óng ? 

2.  Dùa vµo minh ho¹ h×nh häc (xÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña hai ®−êng th¼ng x¸c 
®Þnh bëi hai ph−¬ng tr×nh trong hÖ), em h·y gi¶i thÝch c¸c kÕt luËn sau : 

HÖ ph−¬ng tr×nh 
ax by c

a'x b'y c'

+ =⎧
⎨ + =⎩

 (a, b, c, a', b', c' kh¸c 0) 

 Cã v« sè nghiÖm nÕu 
a
a'

 = 
b
b'

 = 
c
c '

 ; 

 V« nghiÖm nÕu 
a
a'

 = 
b
b'

 ≠ 
c
c'

 ; 

 Cã mét nghiÖm duy nhÊt nÕu 
a
a'

 ≠ 
b .
b'

 

3. Khi gi¶i mét hÖ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn, ta biÕn ®æi hÖ ph−¬ng tr×nh 
®ã ®Ó ®−îc mét hÖ ph−¬ng tr×nh míi t−¬ng ®−¬ng, trong ®ã cã mét 
ph−¬ng tr×nh mét Èn. Cã thÓ nãi g× vÒ sè nghiÖm cña hÖ ®· cho nÕu 
ph−¬ng tr×nh mét Èn ®ã :  

a) V« nghiÖm ? 

b) Cã v« sè nghiÖm ? 
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Tãm t¾t c¸c kiÕn thøc cÇn nhí 

1.  Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn x vµ y cã d¹ng ax + by = c, trong ®ã a, b 
vµ c lµ c¸c sè ®· biÕt víi a ≠ 0 hoÆc b ≠ 0. 

2. Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn ax + by = c lu«n cã v« sè nghiÖm. 
Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, tËp nghiÖm cña nã ®−îc biÓu diÔn bëi  
®−êng th¼ng ax + by = c. 

3. Gi¶i hÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ : 

 a) Dïng quy t¾c thÕ biÕn ®æi hÖ ph−¬ng tr×nh ®· cho ®Ó ®−îc mét hÖ 
ph−¬ng tr×nh míi, trong ®ã cã mét ph−¬ng tr×nh mét Èn. 

 b) Gi¶i ph−¬ng tr×nh mét Èn võa cã råi suy ra nghiÖm cña hÖ ®· cho. 

4.  Gi¶i hÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn b»ng ph−¬ng ph¸p céng  
®¹i sè : 

 a) Nh©n hai vÕ cña mçi ph−¬ng tr×nh víi mét sè thÝch hîp (nÕu cÇn) 
sao cho c¸c hÖ sè cña cïng mét Èn nµo ®ã trong hai ph−¬ng tr×nh cña 
hÖ lµ b»ng nhau hoÆc ®èi nhau. 

 b) ¸p dông quy t¾c céng ®¹i sè ®Ó ®−îc mét hÖ ph−¬ng tr×nh míi, 
trong ®ã mét ph−¬ng tr×nh cã hÖ sè cña mét trong hai Èn b»ng 0 (tøc 
lµ ph−¬ng tr×nh mét Èn). 

 c) Gi¶i ph−¬ng tr×nh mét Èn võa cã råi suy ra nghiÖm cña hÖ ®· cho. 

5.  Gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp hÖ ph−¬ng tr×nh. 

B−íc 1. LËp hÖ ph−¬ng tr×nh : 

− Chän hai Èn vµ ®Æt ®iÒu kiÖn thÝch hîp cho chóng. 

− BiÓu diÔn c¸c ®¹i l−îng ch−a biÕt theo c¸c Èn vµ c¸c ®¹i l−îng ®· biÕt. 

− LËp hai ph−¬ng tr×nh biÓu thÞ mèi quan hÖ gi÷a c¸c ®¹i l−îng. 

B−íc 2. Gi¶i hÖ hai ph−¬ng tr×nh nãi trªn. 

B−íc 3. Tr¶ lêi : KiÓm tra xem trong c¸c nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh, 
      nghiÖm nµo thÝch hîp víi bµi to¸n vµ kÕt luËn. 
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Bµi tËp 

40.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau vµ minh ho¹ h×nh häc kÕt qu¶ t×m ®−îc : 

a) 
2x 5y 2

2
x y 1

5

+ =⎧
⎪
⎨

+ =⎪⎩

 ;  b) 
0,2x 0,1y 0,3

3x y 5

+ =⎧
⎨ + =⎩

 ; c) 
3 1

x y
2 2
3x 2y 1

⎧ − =⎪
⎨
⎪ − =⎩

. 

41.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 
x 5 (1 3)y 1

(1 3)x y 5 1

⎧ − + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
  ;  b) 

2x y
2

x 1 y 1

x 3y
1

x 1 y 1

⎧ + =⎪ + +⎪
⎨
⎪ + = −

+ +⎪⎩

. 

H−íng dÉn c©u b) : §Æt Èn phô. 

42.  Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 
2

2x y m

4x m y 2 2

− =⎧⎪
⎨

− =⎪⎩
 trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) m = 2− ;    b) m = 2  ;   c) m = 1. 

43.  Hai ng−êi ë hai ®Þa ®iÓm A vµ B c¸ch nhau 3,6 km, khëi hµnh cïng mét 
lóc, ®i ng−îc chiÒu nhau vµ gÆp nhau ë mét ®Þa ®iÓm c¸ch A lµ 2 km. 
NÕu c¶ hai cïng gi÷ nguyªn vËn tèc nh− tr−êng hîp trªn, nh−ng ng−êi ®i 
chËm h¬n xuÊt ph¸t tr−íc ng−êi kia 6 phót th× hä sÏ gÆp nhau ë chÝnh 
gi÷a qu·ng ®−êng. TÝnh vËn tèc cña mçi ng−êi. 

44.  Mét vËt cã khèi l−îng 124 g vµ thÓ tÝch 15 cm3 lµ hîp kim cña ®ång vµ kÏm. 
TÝnh xem trong ®ã cã bao nhiªu gam ®ång vµ bao nhiªu gam kÏm, biÕt 
r»ng cø 89 g ®ång th× cã thÓ tÝch lµ 10 cm3 vµ 7 g kÏm cã thÓ tÝch lµ 1 cm3. 

45.  Hai ®éi x©y dùng lµm chung mét c«ng viÖc vµ dù ®Þnh hoµn thµnh trong 
12 ngµy. Nh−ng khi lµm chung ®−îc 8 ngµy th× ®éi I ®−îc ®iÒu ®éng ®i 
lµm viÖc kh¸c. Tuy chØ cßn mét m×nh ®éi II lµm viÖc, nh−ng do c¶i tiÕn 
c¸ch lµm, n¨ng suÊt cña ®éi II t¨ng gÊp ®«i, nªn hä ®· lµm xong phÇn 
viÖc cßn l¹i trong 3,5 ngµy. Hái víi n¨ng suÊt ban ®Çu, nÕu mçi ®éi lµm 
mét m×nh th× ph¶i lµm trong bao nhiªu ngµy míi xong c«ng viÖc trªn ? 

46.  N¨m ngo¸i, hai ®¬n vÞ s¶n xuÊt n«ng nghiÖp thu ho¹ch ®−îc 720 tÊn thãc. 
N¨m nay, ®¬n vÞ thø nhÊt lµm v−ît møc 15%, ®¬n vÞ thø hai lµm v−ît 
møc 12% so víi n¨m ngo¸i. Do ®ã c¶ hai ®¬n vÞ thu ho¹ch ®−îc 819 tÊn 
thãc. Hái mçi n¨m, mçi ®¬n vÞ thu ho¹ch ®−îc bao nhiªu tÊn thãc ? 
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Ch−¬ng IV − hµm sè y = ax2 (a ≠ 0). 

      ph−¬ng tr×nh bËc hai mét Èn  

Ta ®· häc hµm sè bËc nhÊt vµ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt. Trong ch−¬ng nµy, 
ta sÏ häc hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) vµ ph−¬ng tr×nh bËc hai. Qua ®ã, ta thÊy 
r»ng chóng cã nhiÒu øng dông trong thùc tiÔn. 

§1. Hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) 

1.  VÝ dô më ®Çu 

T¹i ®Ønh th¸p nghiªng 
Pi-da (Pisa), ë I-ta-li-a, 
Ga-li-lª (G. Gallilei) ®· 
th¶ hai qu¶ cÇu b»ng ch× 
cã träng l−îng kh¸c nhau 
®Ó lµm thÝ nghiÖm nghiªn 
cøu chuyÓn ®éng cña 
mét vËt r¬i tù do. ¤ng 
kh¼ng ®Þnh r»ng, khi  
mét vËt r¬i tù do (kh«ng 
kÓ ®Õn søc c¶n cña 
kh«ng khÝ), vËn tèc cña 
nã t¨ng dÇn vµ kh«ng 
phô thuéc vµo träng 
l−îng cña vËt. Qu·ng 
®−êng chuyÓn ®éng s 
cña nã ®−îc biÓu diÔn 
gÇn ®óng bëi c«ng thøc 

s = 5t2,  

trong ®ã t lµ thêi gian tÝnh b»ng gi©y, s tÝnh b»ng mÐt.  

Theo c«ng thøc nµy, mçi gi¸ trÞ cña t x¸c ®Þnh mét gi¸ trÞ t−¬ng øng duy 
nhÊt cña s. 

s(to) = 0

s(t) = ?
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Ch¼ng h¹n, b¶ng sau ®©y biÓu thÞ vµi cÆp gi¸ trÞ t−¬ng øng cña t vµ s. 

t 1 2 3 4 

s 5 20 45 80 

C«ng thøc s = 5t2 biÓu thÞ mét hµm sè cã d¹ng y = ax2 (a ≠ 0). 

B©y giê, ta xÐt tÝnh chÊt cña c¸c hµm sè nh− thÕ.  

2.  TÝnh chÊt cña hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) 

XÐt hai hµm sè sau :  

y = 2x2 vµ y = −2x2. 

§iÒn vµo nh÷ng « trèng c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña y trong hai b¶ng sau : 

x −3 −2 −1 0 1 2 3 

y = 2x2 
18     8  

 

x −3 −2 −1 0 1  2 3 

y = −2x2 −18     −8  

 §èi víi hµm sè y = 2x2, nhê b¶ng c¸c gi¸ trÞ võa tÝnh ®−îc, h·y cho biÕt :  

− Khi x t¨ng nh−ng lu«n lu«n ©m th× gi¸ trÞ t−¬ng øng cña y t¨ng hay gi¶m. 

− Khi x t¨ng nh−ng lu«n lu«n d−¬ng th× gi¸ trÞ t−¬ng øng cña y t¨ng hay gi¶m. 

NhËn xÐt t−¬ng tù ®èi víi hµm sè y = −2x2. 

Tæng qu¸t, hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) x¸c ®Þnh víi mäi gi¸ trÞ cña x thuéc R 

vµ ng−êi ta chøng minh ®−îc nã cã tÝnh chÊt sau ®©y. 

TÝnh chÊt 

NÕu a > 0 th× hµm sè nghÞch biÕn khi x < 0 vµ ®ång biÕn khi x > 0. 

NÕu a < 0 th× hµm sè ®ång biÕn khi x < 0 vµ nghÞch biÕn khi x > 0. 

?1 

?2 
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§èi víi hµm sè y = 2x2, khi x ≠ 0 gi¸ trÞ cña y d−¬ng hay ©m ? Khi x = 0 
th× sao ?  

Còng hái t−¬ng tù ®èi víi hµm sè y = −2x2. 

NhËn xÐt 

NÕu a > 0 th× y > 0 víi mäi x ≠ 0 ; y = 0 khi x = 0. Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 
hµm sè lµ y = 0. 

NÕu a < 0 th× y < 0 víi mäi x ≠ 0 ; y = 0 khi x = 0. Gi¸ trÞ lín nhÊt cña 
hµm sè lµ y = 0. 

Cho hai hµm sè y = 21
x

2
 vµ y = − 21

x
2

. TÝnh c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña y 

råi ®iÒn vµo c¸c « trèng t−¬ng øng ë hai b¶ng sau ; kiÓm nghiÖm l¹i nhËn 
xÐt nãi trªn : 

x −3 −2 −1 0 1 2 3 

y = 21
x

2
 

       

 

x  − 3  − 2  − 1 0 1 2 3 

y = − 21
x

2
 

       

Bµi tËp 

1.  DiÖn tÝch S cña h×nh trßn ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc S = πR2, trong ®ã R lµ b¸n 
kÝnh cña h×nh trßn. 

a) Dïng m¸y tÝnh bá tói, tÝnh c¸c gi¸ trÞ cña S råi ®iÒn vµo c¸c « trèng 
trong b¶ng sau (π ≈ 3,14, lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai). 

R (cm)  0,57  1,37  2,15  4,09 

S = πR2 (cm2)     

 (Xem bµi ®äc thªm vÒ m¸y tÝnh bá tói d−íi ®©y). 

?3 

?4 
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b) NÕu b¸n kÝnh t¨ng gÊp 3 lÇn th× diÖn tÝch t¨ng hay gi¶m bao nhiªu lÇn ?  

c) TÝnh b¸n kÝnh cña h×nh trßn, lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø 
hai, nÕu biÕt diÖn tÝch cña nã b»ng 79,5 cm2. 

2.  Mét vËt r¬i ë ®é cao so víi mÆt ®Êt lµ 100 m. Qu·ng ®−êng chuyÓn ®éng  

s (mÐt) cña vËt r¬i phô thuéc vµo thêi gian t (gi©y) bëi c«ng thøc : s = 4t2. 

a) Sau 1 gi©y, vËt nµy c¸ch mÆt ®Êt bao nhiªu mÐt ? T−¬ng tù, sau 2 gi©y ?  

b) Hái sau bao l©u vËt nµy tiÕp ®Êt ?  

3.  Lùc F cña giã khi thæi vu«ng gãc 
vµo c¸nh buåm tØ lÖ thuËn víi 
b×nh ph−¬ng vËn tèc v cña giã, tøc 

lµ F = av2 (a lµ h»ng sè). BiÕt r»ng 
khi vËn tèc giã b»ng 2 m/s th× lùc 
t¸c ®éng lªn c¸nh buåm cña mét 
con thuyÒn b»ng 120 N (Niu-t¬n). 

a) TÝnh h»ng sè a. 

b) Hái khi v = 10 m/s th× lùc F 
b»ng bao nhiªu ? Cïng c©u hái 
nµy khi v = 20 m/s ? 

c) BiÕt r»ng c¸nh buåm chØ cã thÓ chÞu ®−îc mét ¸p lùc tèi ®a lµ 12 000 N, 
hái con thuyÒn cã thÓ ®i ®−îc trong giã b·o víi vËn tèc giã 90 km/h  
hay kh«ng ? 

Cã thÓ em ch−a biÕt ?  

C¸ch ®©y h¬n 400 n¨m, Ga-li-lª (G. Gallilei 1564 − 1642), nhµ thiªn v¨n häc, nhµ 

triÕt häc ng−êi I-ta-li-a ®· lµm nh÷ng thÝ nghiÖm ®o vËn tèc vËt r¬i. Ngµy 24−1−1590, 
«ng dïng hai qu¶ cÇu b»ng ch×, qu¶ nµy nÆng gÊp 10 lÇn qu¶ kia vµ cho r¬i 
cïng mét lóc tõ ®Ønh th¸p nghiªng. KÕt qu¶ nhiÒu lÇn cho thÊy hai qu¶ cÇu ®Òu 
ch¹m ®Êt cïng mét lóc. ¤ng ®· chøng minh r»ng vËn tèc cña vËt r¬i kh«ng phô 
thuéc vµo träng l−îng cña nã (nÕu kh«ng kÓ ®Õn søc c¶n cña kh«ng khÝ), qu·ng 
®−êng chuyÓn ®éng cña vËt r¬i tù do tØ lÖ thuËn víi b×nh ph−¬ng cña thêi gian. 
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Ga-li-lª ®· lµm ra kÝnh thiªn v¨n ®Ó quan s¸t bÇu 
trêi. ¤ng chèng l¹i luËn thuyÕt cña Pt«-lª-mª cho 
r»ng Tr¸i §Êt lµ trung t©m cña vò trô vµ ®øng yªn, 
mäi hµnh tinh ®Òu quay quanh Tr¸i §Êt. ¤ng ñng 
hé quan ®iÓm cña C«-pÐc-nÝch coi MÆt Trêi lµ trung 
t©m, Tr¸i §Êt vµ c¸c hµnh tinh kh¸c nh− sao Méc, 
sao Thæ, sao Thuû, sao Ho¶, sao Kim, ®Òu quay 
quanh MÆt Trêi. Quan ®iÓm nµy tr¸i víi quan ®iÓm 
cña nhµ thê Thiªn Chóa gi¸o håi bÊy giê. V× lÏ 
®ã, «ng ®· bÞ toµ ¸n cña gi¸o héi xö téi. MÆc dï bÞ 
c−ìng bøc ph¶i tuyªn bè tõ bá quan ®iÓm cña 
m×nh, nh−ng ngay sau khi toµ tuyªn ph¹t, «ng vÉn 
kªu lªn r»ng : "Nh−ng dï sao Tr¸i §Êt vÉn quay". 

 

Bμi ®äc thªm 

Dïng m¸y tÝnh bá tói CASIO fx - 220 
®Ó tÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 

VÝ dô 1. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc A = 3x2 − 3,5x + 2 víi x = 4,13. 

C¸ch 1. Thay x = 4,13 vµo biÓu thøc :  

A =  3   ×   4   .   1   3   SHIFT   x2   −   3   .   5   ×   4   .   1   3   +   2   =  

        KÕt qu¶ : A = 38,7157. 

C¸ch 2. V× sè 4,13 cã tíi bèn kÝ tù vµ ®−îc lÆp l¹i nhiÒu lÇn nªn ®Ó tiÕt 
kiÖm thao t¸c, ta cã thÓ dïng phÝm nhí  Min  ®Ó l−u nã l¹i trong m¸y vµ 

phÝm gäi nhí  MR  khi cÇn nã. Thùc hiÖn nh− sau : 

A =  4   .   1   3   Min   SHIFT   x2   ×   3   −   3   .   5   ×   MR   +   2   =   

VÝ dô 2. NÕu ph¶i tÝnh nhiÒu gi¸ trÞ cña mét ®¬n thøc mét biÕn cã hÖ sè 
b»ng sè th× cã thÓ l−u l¹i phÐp nh©n víi hÖ sè nµy ®Ó dïng trong c¸c 
tr−êng hîp tiÕp theo. Ch¼ng h¹n, tÝnh c¸c gi¸ trÞ cña biÓu thøc S = πR2, 
víi R = 0,61 ; R = 1,53 ; R = 2,49. HÖ sè cña ®¬n thøc lµ sè π. Ta lµm 
nh− sau :  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

G. Gallilei 
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 SHIFT   π   ×   ×    0    .   6   1   SHIFT   x2   =   

KÕt qu¶ S = 1,168986626. 

Nhê cã hai dÊu " ×   × " trong lÇn ®Çu mµ m¸y ®· l−u l¹i thõa sè π vµ dÊu ×. 
V× thÕ, trong hai lÇn tÝnh sau, chØ cÇn lÇn l−ît nhËp tiÕp c¸c thõa sè cßn 
l¹i. Cô thÓ :  

 1   .   5   3   SHIFT   x2   =    KÕt qu¶ S = 7,354154243. 

 2   .   4   9   SHIFT   x2   =     KÕt qu¶ S = 19,47818861. 

§2. §å thÞ cña hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) 

Parabol − mét ®−êng cong tuyÖt ®Ñp 

 

 
 
Ta ®· biÕt, trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, ®å thÞ cña hµm sè y = f(x) lµ tËp hîp 
c¸c ®iÓm M(x ; f(x)). §Ó x¸c ®Þnh mét ®iÓm cña ®å thÞ, ta lÊy mét gi¸ 
trÞ cña x lµm hoµnh ®é cßn tung ®é lµ gi¸ trÞ t−¬ng øng cña y = f(x).  

VÝ dô 1. §å thÞ cña hµm sè y = 2x2. 

ë §1, ta cã b¶ng ghi mét sè cÆp gi¸ trÞ t−¬ng øng cña x vµ y : 

x −3 −2 −1 0 1 2 3 

y = 2x2 18 8  2 0 2 8 18 
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 ?1 

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, lÊy c¸c ®iÓm : 
A(−3 ; 18), B(−2 ; 8), C(−1 ; 2), O(0 ; 0), 
C'(1 ; 2), B'(2 ; 8), A'(3 ; 18).  

§å thÞ cña hµm sè y = 2x2 ®i qua c¸c 
®iÓm ®ã vµ cã d¹ng nh− h×nh 6. 

H·y nhËn xÐt mét vµi ®Æc ®iÓm cña ®å 
thÞ nµy b»ng c¸ch tr¶ lêi c¸c c©u hái sau 
(h. 6) : 

− §å thÞ n»m ë phÝa trªn hay phÝa d−íi 
trôc hoµnh ? 

 − VÞ trÝ cña cÆp ®iÓm A, A' ®èi víi trôc 
Oy ? T−¬ng tù ®èi víi c¸c cÆp ®iÓm B, B' 
vµ C, C' ? 

 − §iÓm nµo lµ ®iÓm thÊp nhÊt cña ®å thÞ ? 

VÝ dô 2. VÏ ®å thÞ hµm sè y = 21
x

2
− . 

B¶ng sau cho mét sè gi¸ trÞ t−¬ng øng cña x vµ y :  

x −4 −2 −1  0 1 2 4 

y = 21
x

2
−  −8 −2 

1
2

−  0 
1
2

−  −2 −8 

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é lÊy c¸c ®iÓm : 

M(−4 ; −8), N(−2 ; −2), ( )1P 1 ;
2

− − ,  

O(0 ;  0),  ( )1P' 1 ;
2

− ,  N'(2 ;  −2),  

M'(4 ; −8), råi lÇn l−ît nèi chóng 
®Ó ®−îc mét ®−êng cong nh− h×nh 7. 

NÕu lÊy ®−îc cµng nhiÒu ®iÓm nh− 
thÕ th× cµng dÔ vÏ chÝnh x¸c ®å thÞ. 

NhËn xÐt mét vµi ®Æc ®iÓm cña ®å thÞ 
vµ rót ra nh÷ng kÕt luËn, t−¬ng tù nh− ®· lµm ®èi víi hµm sè y = 2x2. 

Tæng qu¸t, ta cã nhËn xÐt sau ®©y. 

?2 

H×nh 6 

. ..

x

y

32

2

1-2-3 -1O

A A'

B 8

18

B'

C C'

. .

. ...

.

H×nh 7 

.

. .

.

.
.. . .

..

431-4 -3 -2 -1 x

y

O

M

N

M'

N'

P P'

-2

-8

2
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NhËn xÐt 

§å thÞ cña hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) lµ mét ®−êng cong ®i qua gèc to¹ ®é 

vµ nhËn trôc Oy lµm trôc ®èi xøng. §−êng cong ®ã ®−îc gäi lµ mét 
parabol víi ®Ønh O. 

NÕu a > 0 th× ®å thÞ n»m phÝa trªn trôc hoµnh, O lµ ®iÓm thÊp nhÊt 
cña ®å thÞ. 

NÕu a < 0 th× ®å thÞ n»m phÝa d−íi trôc hoµnh, O lµ ®iÓm cao nhÊt 
cña ®å thÞ. 

Cho hµm sè y = 
1
2

− x2.  

a) Trªn ®å thÞ cña hµm sè nµy, x¸c ®Þnh ®iÓm D cã hoµnh ®é b»ng 3. T×m 
tung ®é cña ®iÓm D b»ng hai c¸ch : b»ng ®å thÞ ; b»ng c¸ch tÝnh y víi  
x = 3. So s¸nh hai kÕt qu¶. 

b) Trªn ®å thÞ cña hµm sè nµy, x¸c ®Þnh ®iÓm cã tung ®é b»ng −5. Cã mÊy 
®iÓm nh− thÕ ? Kh«ng lµm tÝnh, h·y −íc l−îng gi¸ trÞ hoµnh ®é cña  
mçi ®iÓm. 

 Chó ý  

1) V× ®å thÞ y = ax2 (a ≠ 0) lu«n ®i qua gèc to¹ ®é vµ nhËn trôc Oy lµm 
trôc ®èi xøng nªn khi vÏ ®å thÞ cña hµm sè nµy, ta chØ cÇn t×m mét sè 
®iÓm ë bªn ph¶i trôc Oy råi lÊy c¸c ®iÓm ®èi xøng víi chóng qua Oy. 

Ch¼ng h¹n, chØ cÇn tÝnh gi¸ trÞ cña y øng víi x = 0, x = 1, x = 2, x = 3, råi 
nhê ®¼ng thøc ax2 = a(−x)2, ta suy ra ngay c¸c gi¸ trÞ cña y øng víi c¸c 

gi¸ trÞ x = −1, x = −2, x = −3. VÝ dô, ®èi víi hµm sè y = 
1
3

x2, ta lËp b¶ng 

gi¸ trÞ øng víi x = 0 ; x = 1 ; x = 2 ; x = 3, råi ®iÒn vµo nh÷ng « trèng 
nh÷ng gi¸ trÞ ®−îc chØ râ bëi c¸c mòi tªn :  

x −3 −2 −1 0 1 2 3 

y = 
1
3

x2    0 
1
3

 
4
3

 3 

 
 

?3 
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2) §å thÞ minh ho¹ mét c¸ch trùc quan tÝnh chÊt cña hµm sè. Ch¼ng h¹n : 
− §å thÞ cña hµm sè y = 2x2 cho thÊy : Khi x ©m vµ t¨ng th× ®å thÞ ®i xuèng 
(tõ tr¸i sang ph¶i), chøng tá hµm sè nghÞch biÕn. Khi x d−¬ng vµ t¨ng th× 
®å thÞ ®i lªn (tõ tr¸i sang ph¶i), chøng tá hµm sè ®ång biÕn. 

− §å thÞ cña hµm sè  21
y x

2
= −  cho thÊy : Khi x ©m vµ t¨ng th× ®å thÞ ®i 

lªn, chøng tá hµm sè ®ång biÕn. Khi x d−¬ng vµ t¨ng th× ®å thÞ ®i xuèng, 
chøng tá hµm sè nghÞch biÕn. 

 

Cã thÓ em ch−a biÕt ? 

Trong thùc tÕ, ta th−êng gÆp nhiÒu hiÖn t−îng, 
vËt thÓ cã h×nh d¹ng parabol. Tia n−íc tõ vßi 
phun lªn cao råi r¬i xuèng, tr¸i bãng bay tõ 
ch©n cÇu thñ bãng ®¸ (hoÆc tõ vît cña cÇu 
thñ ten-nÝt) ®Õn khi r¬i xuèng mÆt ®Êt, v¹ch ra 
nh÷ng ®−êng cong cã h×nh d¹ng parabol. Khi 
ta nÐm mét hßn ®¸, ®−êng ®i cña hßn ®¸ 
còng cã h×nh d¹ng parabol.Tr−êng §¹i häc 
B¸ch khoa Hµ Néi cã mét cæng nh×n ra ®−êng 
Gi¶i Phãng, nã cã h×nh d¹ng parabol vµ ng−êi 
ta th−êng gäi lµ "Cæng parabol". 

Bµi tËp 

4.  Cho hai hµm sè : y = 23
x

2
, y = − 23

x
2

. §iÒn vµo nh÷ng « trèng cña c¸c b¶ng 
sau råi vÏ hai ®å thÞ trªn cïng mét mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

x −2 −1 0 1 2 

 y = 23 x
2

 
     

 
x −2 −1 0 1 2 

 y = − 23 x
2

 
     

NhËn xÐt vÒ tÝnh ®èi xøng cña hai ®å thÞ ®èi víi trôc Ox. 

Cæng tr−êng  
§¹i häc B¸ch khoa Hµ Néi 
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5. Cho ba hµm sè :  

y = 
1
2

x2 ; y = x2 ; y = 2x2. 

a) VÏ ®å thÞ cña ba hµm sè nµy trªn cïng mét mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

b) T×m ba ®iÓm A, B, C cã cïng hoµnh ®é x = −1,5 theo thø tù n»m trªn 
ba ®å thÞ. X¸c ®Þnh tung ®é t−¬ng øng cña chóng. 

c) T×m ba ®iÓm A', B', C' cã cïng hoµnh ®é x = 1,5 theo thø tù n»m trªn 
ba ®å thÞ. KiÓm tra tÝnh ®èi xøng cña A vµ A', B vµ B', C vµ C'. 

d) Víi mçi hµm sè trªn, h·y t×m gi¸ trÞ cña x ®Ó hµm sè ®ã cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. 

Bμi ®äc thªm 
Vµi c¸ch vÏ parabol 

1) VÏ parabol 21
y x

2
= .  

Trªn trang vë cã kÎ dßng, chän 
kho¶ng c¸ch gi÷a hai dßng lµm ®¬n vÞ 
®é dµi, vÏ nh÷ng ®−êng trßn cïng t©m 
F sao cho b¸n kÝnh cña chóng lÇn 
l−ît b»ng 1, 2, 3,... . §¸nh sè thø tù 
c¸c ®−êng trßn vµ c¸c dßng nh− h×nh 8. 
LÊy bót ch× ®¸nh dÊu c¸c giao ®iÓm 
cña dßng thø nhÊt víi ®−êng trßn cã 
b¸n kÝnh b»ng 1 ; giao ®iÓm cña dßng 
thø hai víi ®−êng trßn cã b¸n kÝnh 
b»ng 2 ; ... . Nèi c¸c giao ®iÓm nµy vµ 
trung ®iÓm O cña ®o¹n FI, ta ®−îc 
mét parabol. 

2) VÏ parabol y = ax2 (a ≠ 0), biÕt mét 
®iÓm kh¸c ®iÓm O cña nã.  
Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, gi¶ sö 
®· biÕt ®iÓm M(x0 ; y0) kh¸c ®iÓm O 

thuéc parabol y = ax2. Gäi P lµ h×nh 
chiÕu cña M lªn Ox. LÇn l−ît chia c¸c 
®o¹n OP, PM thµnh n phÇn b»ng nhau 
(trong h×nh 9, n = 4). Qua c¸c ®iÓm 

H×nh 8 

1
1

2

2

3

3

4

4

O

F

I

H×nh 9 

y

x
P

O-4 -3 -2 -1 1

1

2

2

3

3

4

4

M(x    y )o ; o
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chia ®o¹n OP, kÎ nh÷ng ®−êng th¼ng song song víi Oy. Nèi O víi c¸c 
®iÓm chia trªn PM. §¸nh sè thø tù c¸c ®−êng th¼ng vµ c¸c ®o¹n th¼ng 
nh− trong h×nh 9. LÊy giao ®iÓm cña c¸c cÆp gåm mét ®−êng th¼ng vµ 
mét ®o¹n th¼ng cïng thø tù. Nèi c¸c giao ®iÓm nµy, ta ®−îc mét phÇn cña 
parabol. LÊy thªm h×nh ®èi xøng cña phÇn nµy qua trôc Oy, ta ®−îc 
parabol y = ax2.  

 

LuyÖn tËp 

6.  Cho hµm sè y = f(x) = x2. 

a) VÏ ®å thÞ cña hµm sè ®ã. 

b) TÝnh c¸c gi¸ trÞ f(−8) ; f(−1,3) ; f(−0,75) ; f(1,5). 

c) Dïng ®å thÞ ®Ó −íc l−îng c¸c gi¸ trÞ (0,5)2 ; (−1,5)2 ; (2,5)2. 
d) Dïng ®å thÞ ®Ó −íc l−îng vÞ trÝ 
c¸c ®iÓm trªn trôc hoµnh biÓu 

diÔn c¸c sè 3 ; 7.  

7.  Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é (h.10), cã 
mét ®iÓm M thuéc ®å thÞ cña hµm 

sè y = ax2. 

a) T×m hÖ sè a. 

b) §iÓm A(4 ; 4) cã thuéc ®å thÞ 
kh«ng ?  

c) H·y t×m thªm hai ®iÓm n÷a 
(kh«ng kÓ ®iÓm O) ®Ó vÏ ®å thÞ.  

8.  BiÕt r»ng ®−êng cong trong h×nh 11 

lµ mét parabol y = ax2. 

a) T×m hÖ sè a. 

b) T×m tung ®é cña ®iÓm thuéc 
parabol cã hoµnh ®é x = −3. 

c) T×m c¸c ®iÓm thuéc parabol cã 
tung ®é y = 8. 

H×nh 10
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1
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y
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.
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9.  Cho hai hµm sè y = 21
x

3
 vµ y = −x + 6. 

a) VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè nµy trªn cïng mét mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

b) T×m to¹ ®é c¸c giao ®iÓm cña hai ®å thÞ ®ã. 

10.  Cho hµm sè y = − 0,75x2. Qua ®å thÞ cña hµm sè ®ã, h·y cho biÕt khi x t¨ng 

tõ −2 ®Õn 4 th× gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña y lµ bao nhiªu ?  

 

Cã thÓ em ch−a biÕt ? 

C¸c em ®· nh×n thÊy nh÷ng anten parabol ; nh÷ng pha ®Ìn «t«, xe m¸y, ®Ìn pin,.... 
NÕu ®Æt bãng ®Ìn t¹i mét ®iÓm thÝch hîp trong pha th× c¸c tia s¸ng ®Ëp vµo pha 
®Ìn råi ph¶n x¹ thµnh nh÷ng tia song song h−íng ra phÝa tr−íc. Do ®ã, ¸nh 
s¸ng tËp trung chiÕu vÒ phÝa tr−íc pha lµm cho ®Ìn s¸ng h¬n. Trong chiÕn 
tranh thÕ giíi lÇn thø hai, ng−êi ta ®· dïng ®Ìn pha ®Ó chiÕu s¸ng gióp lùc 
l−îng phßng kh«ng b¾n m¸y bay ®Þch bay trong ®ªm. 

T−¬ng tù, nh÷ng anten parabol gióp cho viÖc thu, ph¸t c¸c tÝn hiÖu cã hiÖu qu¶ h¬n. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anten parabol 
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§3. Ph−¬ng tr×nh bËc hai mét Èn 

1.  Bµi to¸n më ®Çu  

Trªn mét thöa ®Êt h×nh ch÷ nhËt cã chiÒu dµi lµ 32 m, chiÒu réng lµ 24 m, 
ng−êi ta ®Þnh lµm mét v−ên c©y c¶nh cã con ®−êng ®i xung quanh (xem 
h×nh 12). Hái bÒ réng cña mÆt ®−êng lµ bao nhiªu ®Ó diÖn tÝch phÇn ®Êt 

cßn l¹i b»ng 560 m2. 

§Ó gi¶i bµi to¸n nµy, ta gäi bÒ réng mÆt ®−êng lµ x(m), 0 < 2x < 24. PhÇn 
®Êt cßn l¹i lµ h×nh ch÷ nhËt cã : 

ChiÒu dµi lµ 32 − 2x (m) ; 

ChiÒu réng lµ 24 − 2x (m) ; 

DiÖn tÝch lµ (32 − 2x)(24 − 2x) (m2). 

Theo ®Çu bµi ta cã ph−¬ng tr×nh  

 (32 − 2x)(24 − 2x) = 560 

hay  x2 − 28x + 52 = 0. 

Ph−¬ng tr×nh x2 − 28x + 52 = 0 ®−îc gäi lµ mét ph−¬ng tr×nh bËc hai 
mét Èn. 

2.  §Þnh nghÜa 
Ph−¬ng tr×nh bËc hai mét Èn (nãi gän lµ ph−¬ng tr×nh bËc hai) lµ ph−¬ng 
tr×nh cã d¹ng   

ax2 + bx + c = 0, 

trong ®ã x lµ Èn ; a, b, c lµ nh÷ng sè cho tr−íc gäi lµ c¸c hÖ sè vµ a ≠ 0. 
VÝ dô 

a) x2 + 50x − 15 000 = 0 lµ mét ph−¬ng tr×nh bËc hai víi c¸c hÖ sè a = 1,  
b = 50, c = −15 000. 

b) − 2x2 + 5x = 0 lµ mét ph−¬ng tr×nh bËc hai víi c¸c hÖ sè a = −2, b = 5, c = 0. 

c) 2x2 − 8 = 0 còng lµ mét ph−¬ng tr×nh bËc hai víi c¸c hÖ sè a = 2, b = 0,  
c = −8. 

Trong c¸c ph−¬ng tr×nh sau, ph−¬ng tr×nh nµo lµ ph−¬ng tr×nh bËc hai ? 
ChØ râ c¸c hÖ sè a, b, c cña mçi ph−¬ng tr×nh Êy :  

?1 

H×nh 12 
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a) x2 − 4 = 0 ;    b) x3 + 4x2 − 2 = 0 ;   c) 2x2 + 5x = 0 ; 

d) 4x − 5 = 0 ;   e) − 3x2 = 0. 

3.  Mét sè vÝ dô vÒ gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc hai 

VÝ dô 1. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 23x 6x 0.− =  

Gi¶i. Ta cã 23x 6x 0− =  ⇔ 3x(x 2) 0− =  ⇔ x = 0 hoÆc x − 2 = 0  

⇔ x = 0 hoÆc x = 2 

VËy ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm : 1 2x 0, x 2.= =  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2x2 + 5x = 0 b»ng c¸ch ®Æt nh©n tö chung ®Ó ®−a nã 

vÒ ph−¬ng tr×nh tÝch. 

VÝ dô 2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh x2 − 3 = 0.  

Gi¶i. ChuyÓn vÕ −3 vµ ®æi dÊu cña nã, ta ®−îc : 

x2 = 3, 

tøc lµ x = ± 3 .  

VËy ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm : 

x1 = 3 , x2 = − 3 . 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh        3x2 − 2 = 0. 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh (x − 2)2 = 
7
2

 b»ng c¸ch ®iÒn vµo c¸c chç trèng (...) 

trong c¸c ®¼ng thøc :  

(x − 2)2 = 
7
2

 ⇔ x 2−  = ... . ⇔ x = ... . 

VËy ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm lµ : 1x ...= , 2x = … . 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2 7 .x 4x 4
2

− + =  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2 1 .x 4x
2

− = −  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2x2 − 8x = −1. 

?3 

?4 

?5 

?6 

?7 

?2 
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Dùa vµo c¸ch gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh trong      ,      ,      ,  ta cã thÓ thùc hiÖn 

®Çy ®ñ phÐp gi¶i ph−¬ng tr×nh trong vÝ dô 3 d−íi ®©y. 

VÝ dô 3. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2x2 − 8x + 1 = 0.  

Ta cã thÓ gi¶i nh− sau : 

− ChuyÓn 1 sang vÕ ph¶i : 2x2 − 8x = −1. 

− Chia hai vÕ cho 2, ta ®−îc x2 − 4x = 
1 .
2

−  

− T¸ch 4x ë vÕ tr¸i thµnh 2.x.2 vµ thªm vµo hai vÕ cïng mét sè ®Ó vÕ tr¸i 
thµnh mét b×nh ph−¬ng  

x2 − 2.x.2 +   .     =  
1
2

−  +    .h  

           22 = 4  

Ta ®−îc ph−¬ng tr×nh  x2 − 2.
1

x.2 4 4
2

+ = −  hay (x − 2)2 = 
7 .
2

 

Suy ra  
7

x 2
2

− = ±  hay x = 2 ±
14 .
2

 

VËy ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm : x1 = 
4 14 ,

2
+

 x2 = 
4 14 .

2
−

 

Bµi tËp 

11.  §−a c¸c ph−¬ng tr×nh sau vÒ d¹ng ax2 + bx + c = 0 vµ chØ râ c¸c hÖ sè a, b, c :  

a) 5x2 + 2x = 4 − x ;     b) 23 1
x 2x 7 3x

5 2
+ − = +  ;  

c) 2x2 + x − 3 3x 1= +  ;  

d) 2x2 + m2 = 2(m − 1)x , m lµ mét h»ng sè. 

12.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau :  

a) x2 − 8 = 0 ;    b) 5x2 − 20 = 0 ;        c) 0,4x2 + 1 = 0 ; 

d) 2x2 + 2x  = 0 ;   e) −0,4x2 + 1,2x = 0. 

?5 ?6 ?7
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13.  Cho c¸c ph−¬ng tr×nh :  

a) x2 + 8x = −2 ;     b) x2 + 2x = 
1 .
3

 

H·y céng vµo hai vÕ cña mçi ph−¬ng tr×nh cïng mét sè thÝch hîp ®Ó ®−îc 
mét ph−¬ng tr×nh mµ vÕ tr¸i thµnh mét b×nh ph−¬ng. 

14.  H·y gi¶i ph−¬ng tr×nh 

2x2 + 5x + 2 = 0 

theo c¸c b−íc nh− vÝ dô 3 trong bµi häc. 

§4. C«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai 
 

Trong môc nµy, ta sÏ xÐt xem khi nµo ph−¬ng tr×nh bËc hai cã nghiÖm 
vµ t×m c«ng thøc nghiÖm khi ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm. 

1. C«ng thøc nghiÖm 

BiÕn ®æi ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t  

ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0)      (1) 

 theo c¸c b−íc nh− khi gi¶i ph−¬ng tr×nh 2x2 − 8x + 1 = 0 ë vÝ dô 3 (§3). 

− ChuyÓn h¹ng tö tù do sang vÕ ph¶i : ax2 + bx = −c. 

− V× a ≠ 0, chia hai vÕ cho hÖ sè a, ta cã x2 + 
b c .x
a a

= −  

− T¸ch h¹ng tö 
b

x
a

 thµnh 2.x.
b
2a

 vµ thªm vµo hai vÕ cïng mét biÓu thøc 

®Ó vÕ tr¸i thµnh b×nh ph−¬ng cña mét biÓu thøc :  

x2 + 
b. .2 x
2a

 +  .   = 
c
a

−  +   .j , 

           
2

b
2a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ta ®−îc   x2 + 
2 2

b b b c. .2 x
2a 2a 2a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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hay     
2 2

2

b b 4ac .x
2a 4a

−⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (2) 

Ng−êi ta kÝ hiÖu     Δ = b2 − 4ac 

vµ gäi nã lµ biÖt thøc cña ph−¬ng tr×nh (Δ lµ mét ch÷ c¸i Hi L¹p, ®äc lµ 
"®enta"). 

B©y giê dïng ph−¬ng tr×nh (2), ta xÐt mäi tr−êng hîp cã thÓ x¶y ra ®èi víi Δ 
®Ó suy ra khi nµo th× ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm vµ viÕt nghiÖm nÕu cã. 

H·y ®iÒn nh÷ng biÓu thøc thÝch hîp vµo c¸c chç trèng (…) d−íi ®©y : 

a) NÕu Δ > 0 th× tõ ph−¬ng tr×nh (2) suy ra 
b

x
2a

+ =  ± … 

Do ®ã, ph−¬ng tr×nh (1) cã hai nghiÖm : 1x ...= ,  2x ...=  

b) NÕu Δ = 0 th× tõ ph−¬ng tr×nh (2) suy ra 
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
b

x ...
2a

 

Do ®ã, ph−¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm kÐp x = … 

H·y gi¶i thÝch v× sao khi Δ < 0 th× ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

Tãm l¹i, ta cã kÕt luËn chung sau ®©y. 

 

§èi víi ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) vµ biÖt thøc Δ = b2 − 4ac :  

 NÕu Δ > 0 th× ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt :  

x1 = 
b

2a
− + Δ

, x2 = 
b

2a
− − Δ

 ; 

 NÕu Δ = 0 th× ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm kÐp 1 2
b

x x
2a

= = −  ; 

 NÕu Δ < 0 th× ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm.  
 

2. ¸p dông 

VÝ dô. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 3x2 + 5x − 1 = 0. 

?1 

?2 
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Gi¶i 

 TÝnh Δ = b2 − 4ac.  

Ph−¬ng tr×nh cã c¸c hÖ sè lµ a = 3, b = 5, c = −1. 

Δ = 52 − 4 . 3 . (−1) = 25 + 12 = 37. 

 Do Δ > 0, ¸p dông c«ng thøc nghiÖm, ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm  
ph©n biÖt : 

x1 = 
5 37 ,

6
− +

   x2 = 
5 37 .

6
− −

 

¸p dông c«ng thøc nghiÖm ®Ó gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) 5x2 − x + 2 = 0 ;     b) 4x2 − 4x + 1 = 0 ;  

c) −3x2 + x + 5 = 0. 

 Chó ý. NÕu ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã a vµ c tr¸i dÊu, 

tøc lµ ac < 0 th× Δ = 2b  − 4ac > 0. Khi ®ã, ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm  
ph©n biÖt.  

Bµi tËp 

15.  Kh«ng gi¶i ph−¬ng tr×nh, h·y x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè a, b, c, tÝnh biÖt thøc Δ 
vµ x¸c ®Þnh sè nghiÖm cña mçi ph−¬ng tr×nh sau :  

a) 7x2 − 2x + 3 = 0 ;    b) 5x2 + 2 10 x + 2 = 0 ; 

c) 
1
2

x2 + 7x + 
2
3

 = 0 ;   d) 1,7x2 − 1,2x − 2,1 = 0. 

16.  Dïng c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai ®Ó gi¶i c¸c ph−¬ng  
tr×nh sau :  

a) 2x2 − 7x + 3 = 0 ;    b) 6x2 + x + 5 = 0 ;  

c) 6x2 + x − 5 = 0 ;    d) 3x2 + 5x + 2 = 0 ; 

e) y2 − 8y + 16 = 0 ;    f) 16z2 + 24z + 9 = 0. 

?3 
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Cã thÓ em ch−a biÕt ? 

Vµo thiªn niªn kØ thø hai tr−íc C«ng 
nguyªn, ng−êi Ba-bi-lon ®· biÕt c¸ch gi¶i 
ph−¬ng tr×nh bËc hai. C¸c nhµ to¸n häc 
cæ Hi L¹p ®· gi¶i ph−¬ng tr×nh nµy b»ng 
h×nh häc. NhiÒu bµi to¸n dÉn tíi ph−¬ng 
tr×nh bËc hai ®−îc nãi ®Õn trong mét sè 
tµi liÖu to¸n häc thêi cæ. VÝ dô, trong mét 
tµi liÖu To¸n cña Trung Quèc, vµo kho¶ng 
thÕ kØ thø hai tr−íc C«ng nguyªn, cã mét 
bµi to¸n nh− sau :  

"Mét thµnh luü x©y trªn mét kho¶nh ®Êt 
h×nh vu«ng mµ kh«ng biÕt ®é dµi cña 

c¹nh (h. 13). ë chÝnh gi÷a mçi c¹nh cã mét 

cæng. ë ngoµi thµnh phè, tõ cæng phÝa 
b¾c nh×n th¼ng ra chõng 20 bé (1 bé 
≈ 1,6 m) cã mét cét b»ng ®¸. NÕu ®i 
th¼ng tõ cæng phÝa nam ra ngoµi 14 bé 
råi rÏ sang phÝa t©y ®i tiÕp 1775 bé th× cã 
thÓ nh×n thÊy cét. Hái ®é dµi mçi c¹nh 
cña kho¶nh ®Êt lµ bao nhiªu ?" 

Sö dông c¸c tam gi¸c ®ång d¹ng, bµi to¸n sÏ dÉn tíi mét ph−¬ng tr×nh bËc hai.  

C«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai lÇn ®Çu tiªn ®−îc nhµ to¸n häc Ên ®é 
Bra-ma-gup-ta thiÕt lËp. Sau ®ã, vµo thÕ kØ IX, nhµ b¸c häc An Kh«-va-ri-zmi (Al 
− Kh«warizmi) ë thµnh B¸t-®a (Baghdad − Thñ ®« n−íc I-r¾c ngµy nay) còng 
t×m ®−îc c«ng thøc nµy b»ng ph−¬ng ph¸p t¸ch ra mét b×nh ph−¬ng nhê mét 

minh ho¹ h×nh häc. Ch¼ng h¹n ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh x2 + 10x = 39, «ng ®· biÕn 
vÕ tr¸i thµnh mét b×nh ph−¬ng nh− minh ho¹ trªn h×nh 14. H×nh vÏ nµy cho 

thÊy, nÕu céng 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
5

4
2

 vµo hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh th× vÕ tr¸i b»ng 
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
5.x 2
2

 

hay (x + 5)2 vµ lµ diÖn tÝch cña h×nh vu«ng cã c¹nh b»ng x + 5, cßn vÕ ph¶i 
b»ng 39 + 25 = 64. TÝnh c¹nh lµ x + 5, ta sÏ t×m ®−îc x. 

 

 

H×nh 14 

(  )5
2

2

25
2

(  )5
2

2
(  )5

2
2

(  )5
2

2

x 5
2

x

5
2

x

5
2

x

x
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14
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−
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Bμi ®äc thªm 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc hai b»ng m¸y tÝnh bá tói 
Casio fx-220 

 TÝnh 2b 4acΔ = − . NÕu Δ < 0 th× ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

 NÕu Δ > 0, ta t×m nghiÖm. V× Δ  ®−îc dïng hai lÇn nªn ta dïng phÝm 

nhí  Min  l−u nã l¹i trong m¸y råi t×m c¸c nghiÖm.  

VÝ dô. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 3x2 − 4x − 7 = 0. 

 TÝnh Δ 

 4   + / −   SHIFT   x2   −   4   ×   3   ×    7   +/−    =   

(M¸y cho kÕt qu¶ lµ 100, v× 100 > 0 nªn ta thùc hiÖn tiÕp viÖc t×m nghiÖm). 

 T×m nghiÖm 

    Min    +   4   =    ÷   2   ÷   3   =  

KÕt qu¶    x1 ≈ 2,333333333. 

§Ó tÝnh x2 = 
4

2 . 3
− Δ

, ta dïng phÝm  MR  ®Ó gäi Δ . Cô thÓ :  

 4   −   MR   =   ÷   6   =   

KÕt qu¶ x2 = −1.  
 

§5. C«ng thøc nghiÖm thu gän 
 

1.  C«ng thøc nghiÖm thu gän 

§èi víi ph−¬ng tr×nh 2ax bx c 0+ + =  (a ≠ 0), trong nhiÒu tr−êng hîp nÕu 
®Æt b = 2b' th× viÖc tÝnh to¸n ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh sÏ ®¬n gi¶n h¬n. 

Tr−íc hÕt, nÕu ®Æt 
b = 2b' 
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th× 

Δ = (2b')2 − 4ac = 4b'2 − 4ac = 4(b'2 − ac). 

KÝ hiÖu  

Δ' = b'2 − ac, 

ta cã 
Δ = 4Δ'.   

Tõ b¶ng kÕt luËn cña bµi tr−íc h·y dïng c¸c ®¼ng thøc b = 2b' vµ Δ = 4Δ' 
®Ó suy ra nh÷ng kÕt luËn sau : 

§èi víi ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) vµ b = 2 b' , 2' b' acΔ = − : 

 NÕu 'Δ  > 0 th× ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt 

x1 = 
b' '

;
a

− + Δ
 2

b' ' .x
a

− − Δ
=  

 NÕu 'Δ  = 0 th× ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm kÐp x1 = x2 = 
b' .
a

−  

 NÕu 'Δ  < 0 th× ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

 

C«ng thøc nghiÖm võa viÕt trªn ®©y ®−îc gäi lµ c«ng thøc nghiÖm thu gän. 

2.  ¸p dông  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 5x2 + 4x − 1 = 0 b»ng c¸ch ®iÒn vµo nh÷ng chç trèng :  

 a = ...  ;   b' = ...  ;     c = ...  ;  

Δ' = ...  ;   'Δ = ... . 

NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh :  

x1 = ... ; x2 = ... . 

?1 

?2 
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X¸c ®Þnh a, b', c råi dïng c«ng thøc nghiÖm thu gän gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh :  

a) 3x2 + 8x + 4 = 0 ;     b) 7x2 − 6 2 x + 2 = 0. 

 
Bµi tËp 

17.  X¸c ®Þnh a, b', c råi dïng c«ng thøc nghiÖm thu gän gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh :  

 a) 4x2 + 4x + 1 = 0 ;     b) 13852x2 − 14x + 1 = 0 ;  

 c) 5x2 − 6x + 1 = 0 ;     d) − 3x2 + 4 6 x + 4 = 0. 

18.  §−a c¸c ph−¬ng tr×nh sau vÒ d¹ng ax2 + 2b'x + c = 0 vµ gi¶i chóng. Sau ®ã, 
dïng b¶ng sè hoÆc m¸y tÝnh ®Ó viÕt gÇn ®óng nghiÖm t×m ®−îc (lµm trßn kÕt 
qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai) :  

a) 3x2 − 2x = x2 + 3 ;     b) (2x − 2 )2 − 1 = (x + 1)(x − 1) ;  

c) 3x2 + 3 = 2(x + 1) ;    d) 0,5x(x + 1) = (x − 1)2.  

19.  §è. §è em biÕt v× sao khi a > 0 vµ ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 v« nghiÖm 

th× ax2 + bx + c > 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x ?  

LuyÖn tËp 

20.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) 25x2 − 16 = 0 ;     b) 2x2 + 3 = 0 ;  

c) 4,2x2 + 5,46x = 0 ;    d) 4x2 − 2 3 x = 1 − 3 . 

21.  Gi¶i vµi ph−¬ng tr×nh cña An Kh«-va-ri-zmi (Xem To¸n 7, TËp 2, tr.26) : 

a) x2 = 12x + 288 ;     b) 21 7
x x 19.

12 12
+ =  

22.  Kh«ng gi¶i ph−¬ng tr×nh, h·y cho biÕt mçi ph−¬ng tr×nh sau cã bao nhiªu 
nghiÖm :  

a) 15x2 + 4x − 2005 = 0 ;    b) 219
x 7x 1890 0.

5
− − + =   

?3 
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23.  Ra®a cña mét m¸y bay trùc 
th¨ng theo dâi chuyÓn ®éng cña 
mét «t« trong 10 phót, ph¸t  
hiÖn r»ng vËn tèc v cña «t« thay 
®æi phô thuéc vµo thêi gian bëi 
c«ng thøc :  

v = 3t2 − 30t + 135, 

(t tÝnh b»ng phót, v tÝnh b»ng 
km/h). 

a) TÝnh vËn tèc cña «t« khi 
t = 5 phót. 

b) TÝnh gi¸ trÞ cña t khi vËn tèc 
«t« b»ng 120 km/h (lµm trßn 
kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai). 

24.  Cho ph−¬ng tr×nh (Èn x)  x2 − 2(m − 1)x + m2 = 0.  

a) TÝnh Δ'. 

b) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt ? Cã 
nghiÖm kÐp ? V« nghiÖm ?  

§6. HÖ thøc Vi-Ðt vµ øng dông 

NghiÖm vµ hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh cã mèi liªn quan k× diÖu 

1.  HÖ thøc Vi-Ðt 

Tr−íc hÕt chó ý r»ng, nÕu ph−¬ng tr×nh bËc hai ax2 + bx + c = 0 cã nghiÖm 

th× dï ®ã lµ hai nghiÖm ph©n biÖt hay nghiÖm kÐp, ta ®Òu cã thÓ viÕt c¸c 
nghiÖm ®ã d−íi d¹ng :  

x1 = 
b ,

2a
− + Δ

   x2 = 
b .

2a
− − Δ

 

H·y tÝnh x1 + x2, x1x2. ?1 



 51 

Nh− vËy, ta ®· thÊy ®−îc mét mèi liªn hÖ gi÷a c¸c nghiÖm víi c¸c hÖ sè 
cña ph−¬ng tr×nh bËc hai mµ Vi-Ðt, nhµ to¸n häc ng−êi Ph¸p ®· ph¸t hiÖn 
vµo ®Çu thÕ kØ thø XVII vµ ngµy nay nã ®−îc ph¸t biÓu thµnh mét ®Þnh lÝ 
mang tªn «ng. 

§Þnh lÝ Vi-Ðt 

NÕu x1, x2 lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) th× 

1 2

1 2

b
x x

a
c .x x
a

⎧ + = −⎪
⎨
⎪ =
⎩

 

¸p dông. Nhê ®Þnh lÝ Vi-Ðt, nÕu ®· biÕt mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc 
hai th× cã thÓ suy ra nghiÖm kia. Ta xÐt riªng hai tr−êng hîp ®Æc biÖt sau : 

Cho ph−¬ng tr×nh 2x2 − 5x + 3 = 0. 

a) X¸c ®Þnh c¸c hÖ sè a, b, c råi tÝnh a + b + c. 

b) Chøng tá r»ng x1 = 1 lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh. 

c) Dïng ®Þnh lÝ Vi-Ðt ®Ó t×m x2. 

Tæng qu¸t  

NÕu ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã a + b + c = 0 th× ph−¬ng 

tr×nh cã mét nghiÖm lµ x1 = 1, cßn nghiÖm kia lµ x2 = 
c .
a

 

Cho ph−¬ng tr×nh 3x2 + 7x + 4 = 0. 

a) ChØ râ c¸c hÖ sè a, b, c cña ph−¬ng tr×nh vµ tÝnh a − b + c. 

b) Chøng tá x1 = −1 lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh. 

c) T×m nghiÖm x2. 

Tæng qu¸t  

NÕu ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã a − b + c = 0 th× ph−¬ng 

tr×nh cã mét nghiÖm lµ x1 = −1, cßn nghiÖm kia lµ x2 = 
c .
a

−  

?2 

?3 
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TÝnh nhÈm nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh :   

a) − 5x2 + 3x + 2 = 0 ;   b) 2004x2 + 2005x + 1 = 0. 

2.  T×m hai sè biÕt tæng vµ tÝch cña chóng 

Gi¶ sö hai sè cÇn t×m cã tæng b»ng S vµ tÝch b»ng P. Gäi mét sè lµ x th× sè 
kia lµ S − x. Theo gi¶ thiÕt ta cã ph−¬ng tr×nh 

   x(S − x) = P hay 2x Sx P 0.− + =       (1) 

NÕu Δ = 2S 4P−  ≥ 0 th× ph−¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm. C¸c nghiÖm nµy 
chÝnh lµ hai sè cÇn t×m. 

VËy : 

NÕu hai sè cã tæng b»ng S vµ tÝch b»ng P th× hai sè ®ã lµ hai nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh 

x2 − Sx + P = 0. 

§iÒu kiÖn ®Ó cã hai sè ®ã lµ S2 − 4P ≥ 0. 

¸p dông : 

VÝ dô 1. T×m hai sè, biÕt tæng cña chóng b»ng 27, tÝch cña chóng b»ng 180. 

Gi¶i. Hai sè cÇn t×m lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh x2 − 27x + 180 = 0.  

 Ta cã : Δ = 272 − 4.1.180 = 729 − 720 = 9 ;  9 3Δ = =  ;  

x1 = 
27 3

15,
2
+

=   2x =  
27 3

12.
2
−

=  

VËy hai sè cÇn t×m lµ 15 vµ 12. 

T×m hai sè biÕt tæng cña chóng b»ng 1, tÝch cña chóng b»ng 5. 

VÝ dô 2. TÝnh nhÈm nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh x2 − 5x + 6 = 0.  

Gi¶i. V× 2 + 3 = 5 ; 2.3 = 6 nªn x1 = 2, x2 = 3 lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng 
tr×nh ®· cho. 

Bµi tËp 

25.  §èi víi mçi ph−¬ng tr×nh sau, kÝ hiÖu x1 vµ x2 lµ hai nghiÖm (nÕu cã). 
Kh«ng gi¶i ph−¬ng tr×nh, h·y ®iÒn vµo nh÷ng chç trèng (...) :  

a) 2x2 − 17x + 1 = 0,   Δ = ... ,  x1 + x2 = ... ,  x1x2 = ... ;  

b) 5x2 − x − 35 = 0,   Δ = ... ,  x1 + x2 = ... ,  x1x2 = ... ;  

?4 

?5 
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c) 8x2 − x + 1 = 0,   Δ = ... ,  x1 + x2 = ... ,  x1x2 = ... ;  

d) 25x2 + 10x + 1 = 0,  Δ = ... ,  x1 + x2 = ... ,  x1x2 = ... . 

26.  Dïng ®iÒu kiÖn a + b + c = 0 hoÆc a − b + c = 0 ®Ó tÝnh nhÈm nghiÖm cña 
mçi ph−¬ng tr×nh sau :  

a) 35x2 − 37x + 2 = 0 ;    b) 7x2 + 500x − 507 = 0 ;   

c) x2 − 49x − 50 = 0 ;     d) 4321x2 + 21x − 4300 = 0. 

27.  Dïng hÖ thøc Vi-Ðt ®Ó tÝnh nhÈm c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh. 

a) x2 − 7x + 12 = 0 ;     b) x2 + 7x + 12 = 0. 

28.  T×m hai sè u vµ v trong mçi tr−êng hîp sau :  

a) u + v = 32, uv = 231 ;    b) u + v = −8, uv = −105 ;  

c) u + v = 2, uv = 9. 

Cã thÓ em ch−a biÕt ? 

Phr¨ng-xoa Vi-Ðt (F.ViÌte) sinh n¨m 1540 t¹i Ph¸p. ¤ng lµ mét nhµ to¸n häc 
næi tiÕng. ChÝnh «ng lµ ng−êi ®Çu tiªn dïng ch÷ ®Ó kÝ hiÖu c¸c Èn vµ c¶ c¸c hÖ 
sè cña ph−¬ng tr×nh, ®ång thêi dïng chóng trong viÖc biÕn ®æi vµ gi¶i ph−¬ng 
tr×nh. Nhê c¸ch dïng ch÷ ®Ó kÝ hiÖu mµ §¹i sè ®· ph¸t triÓn m¹nh mÏ.  

¤ng ®· ph¸t hiÖn mèi liªn hÖ gi÷a c¸c nghiÖm vµ c¸c 
hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh mµ ta võa häc. ¤ng cßn næi 
tiÕng trong viÖc gi¶i mËt m·. Trong cuéc chiÕn tranh 
gi÷a Ph¸p vµ T©y Ban Nha håi cuèi thÕ kØ XVI, vua 
Hen-ri IV ®· mêi «ng gi¶i nh÷ng b¶n mËt m· lÊy ®−îc 
cña qu©n T©y Ban Nha. Nhê ®ã mµ qu©n Ph¸p ®· 
ph¸ ®−îc nhiÒu ©m m−u cña ®èi ph−¬ng. Vua T©y 
Ban Nha Phi-lip II ®· tuyªn ¸n thiªu sèng «ng trªn 
dµn löa. Tuy nhiªn, hä kh«ng b¾t ®−îc «ng. 

Ngoµi viÖc lµm to¸n, Vi-Ðt cßn lµ mét luËt s− vµ mét 
chÝnh trÞ gia næi tiÕng. ¤ng mÊt n¨m 1603. F. ViÌte 
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LuyÖn tËp 

29.  Kh«ng gi¶i ph−¬ng tr×nh, h·y tÝnh tæng vµ tÝch c¸c nghiÖm (nÕu cã) cña 
mçi ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 4x2 + 2x − 5 = 0 ;     b) 9x2 − 12x + 4 = 0 ;     

c) 5x2 + x + 2 = 0 ;    d) 159x2 − 2x − 1 = 0. 

30.  T×m gi¸ trÞ cña m ®Ó ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm, råi tÝnh tæng vµ tÝch c¸c 
nghiÖm theo m. 

a) x2 − 2x + m = 0 ;     b) x2 + 2(m − 1)x + m2 = 0.  

31.  TÝnh nhÈm nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) 1,5x2 − 1,6x + 0,1 = 0 ;    b) 23x (1 3)x 1 0− − − =  ;  

c) ( ) ( )− + − + =22 3 x 2 3x 2 3 0  ;  

d) (m − 1)x2 − (2m + 3)x + m + 4 = 0 víi m 1.≠  

32.  T×m hai sè u vµ v trong mçi tr−êng hîp sau :  

a) u + v = 42, uv = 441 ;    b) u + v = −42, uv = −400 ; 

c) u − v = 5, uv = 24. 

33.  Chøng tá r»ng nÕu ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 cã nghiÖm lµ x1 vµ x2 th× 

tam thøc ax2 + bx + c ph©n tÝch ®−îc thµnh nh©n tö nh− sau : 

ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2). 

¸p dông. Ph©n tÝch ®a thøc thµnh nh©n tö. 

a) 2x2 − 5x + 3 ;     b) 3x2 + 8x + 2. 

§7. Ph−¬ng tr×nh quy vÒ ph−¬ng tr×nh bËc hai 

1.  Ph−¬ng tr×nh trïng ph−¬ng 

Ph−¬ng tr×nh trïng ph−¬ng lµ ph−¬ng tr×nh cã d¹ng 

     ax4 + bx2 + c = 0 (a ≠ 0). 
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NhËn xÐt. Ph−¬ng tr×nh trªn kh«ng ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh bËc hai, song cã 
thÓ ®−a nã vÒ ph−¬ng tr×nh bËc hai b»ng c¸ch ®Æt Èn phô. Ch¼ng h¹n, nÕu 

®Æt x2 = t th× ta ®−îc ph−¬ng tr×nh bËc hai at2 + bt + c = 0. 

VÝ dô 1. Gi¶i ph−¬ng tr×nh : x4 − 13x2 + 36 = 0.      (1) 

Gi¶i 

− §Æt x2 = t. §iÒu kiÖn lµ t ≥ 0. Ta ®−îc mét ph−¬ng tr×nh bËc hai ®èi víi 
Èn t  

t2 − 13t + 36 = 0.       (2) 

− Gi¶i ph−¬ng tr×nh (2) : Δ = 169 − 144 = 25, Δ = 5, t1 = 
13 5

4
2
−

=  vµ 

t2 = 
13 5

9.
2
+

=  C¶ hai gi¸ trÞ 4 vµ 9 ®Òu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn t ≥ 0.  

 Víi t = t1 = 4, ta cã x2 = 4. Suy ra x1 = −2, x2 = 2. 

 Víi t = t2 = 9, ta cã x2 = 9. Suy ra x3 = −3, x4 = 3. 

VËy ph−¬ng tr×nh (1) cã bèn nghiÖm : x1 = −2, x2 = 2, x3 = −3, x4 = 3. 

Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh trïng ph−¬ng : 

a) 4x4 + x2 − 5 = 0 ;   b) 3x4 + 4x2 + 1 = 0. 

2.  Ph−¬ng tr×nh chøa Èn ë mÉu thøc 

ë líp 8 ta ®· biÕt, khi gi¶i ph−¬ng tr×nh chøa Èn ë mÉu thøc, ta lµm nh− sau :  

B−íc 1. T×m ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh ;  

B−íc 2. Quy ®ång mÉu thøc hai vÕ råi khö mÉu thøc ;  
B−íc 3. Gi¶i ph−¬ng tr×nh võa nhËn ®−îc ;  

B−íc 4. Trong c¸c gi¸ trÞ t×m ®−îc cña Èn, lo¹i c¸c gi¸ trÞ kh«ng tho¶ m·n 
®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh, c¸c gi¸ trÞ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh lµ nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh ®· cho. 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh  
2

2

x 3x 6 1
x 3x 9

− +
=

−−
       (3)  

b»ng c¸ch ®iÒn vµo c¸c chç trèng (...) vµ tr¶ lêi c¸c c©u hái. 

− §iÒu kiÖn : x ≠ ... . 

− Khö mÉu vµ biÕn ®æi, ta ®−îc : x2 − 3x + 6 = ... ⇔ x2 − 4x + 3 = 0. 

?2 

?1 
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− NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh − + =2x 4x 3 0  lµ : x1 = ... ; x2 = ... . 
Hái x1 cã tho¶ m·n ®iÒu kiÖn nãi trªn kh«ng ? T−¬ng tù, ®èi víi x2 ?  

VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ : ... . 

3.  Ph−¬ng tr×nh tÝch 

VÝ dô 2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh : + + − =2(x 1)(x 2x 3) 0.      (4) 

Gi¶i. (x + 1)(x2 + 2x − 3) = 0 ⇔ x + 1 = 0 hoÆc x2 + 2x − 3 = 0. 

Gi¶i hai ph−¬ng tr×nh nµy, ta ®−îc c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh : 

1x 1= − , 2x 1,=  3x 3.= −  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh sau b»ng c¸ch ®−a vÒ ph−¬ng tr×nh tÝch  

x3 + 3x2 + 2x = 0. 

Bµi tËp 

34.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh trïng ph−¬ng :  

a) x4 − 5x2 + 4 = 0 ;    b) 2x4 − 3x2 − 2 = 0 ;  c) 3x4 + 10x2 + 3 = 0. 

35.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) 
(x 3)(x 3)

2 x(1 x)
3

+ −
+ = −  ;   b) 

x 2 6
3

x 5 2 x
+

+ =
− −

 ; 

c) 
24 x x 2 .

x 1 (x 1)(x 2)
− − +

=
+ + +

 

36.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) (3x2 − 5x + 1)(x2 − 4) = 0 ;   b) (2x2 + x − 4)2 − (2x − 1)2 = 0.  

LuyÖn tËp 

37.  Gi¶i ph−¬ng tr×nh trïng ph−¬ng. 

a) 9x4 − 10x2 + 1 = 0 ;    b) 5x4 + 2x2 − 16 = 10 − x2 ;   

c) 0,3x4 + 1,8x2 + 1,5 = 0 ;    d) 2x2 + 1 = 
2

1

x
 − 4. 

38.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh :  

a) (x − 3)2 + (x + 4)2 = 23 − 3x ;       

b) x3 + 2x2 − (x − 3)2 = (x − 1)(x2 − 2) ; 

?3 
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c) (x − 1)3 + 0,5x2 = x(x2 + 1,5) ;  d) 
x(x 7) x x 4

1
3 2 3
− −

− = −  ;  

e) 
2

14 1
1

3 xx 9
= −

−−
 ;     f) 

22x x x 8 .
x 1 (x 1)(x 4)

− +
=

+ + −
 

39.  Gi¶i ph−¬ng tr×nh b»ng c¸ch ®−a vÒ ph−¬ng tr×nh tÝch.  

a) (3x2 − 7x − 10)[2x2 + (1 − 5 )x + 5  − 3] = 0 ; 

b) x3 + 3x2 − 2x − 6 = 0 ;    c) (x2 − 1)(0,6x + 1) = 0,6x2 + x ; 

d) (x2 + 2x − 5)2 = (x2 − x + 5)2.  

40.  Gi¶i ph−¬ng tr×nh b»ng c¸ch ®Æt Èn phô. 

a) 3(x2 + x)2 − 2(x2 + x) − 1 = 0 ;  b) (x2 − 4x + 2)2 + x2 − 4x − 4 = 0 ; 

c) x x 5 x 7− = +  ;   d) 
x x 1

10. 3.
x 1 x

+
− =

+
 

H−íng dÉn. a) §Æt t = x2 + x, ta cã ph−¬ng tr×nh 3t2 − 2t − 1 = 0. Gi¶i 
ph−¬ng tr×nh nµy, ta t×m ®−îc hai gi¸ trÞ cña t. Thay mçi gi¸ trÞ cña t võa 

t×m ®−îc vµo ®¼ng thøc t = x2 + x, ta ®−îc mét ph−¬ng tr×nh cña Èn x. 
Gi¶i mçi ph−¬ng tr×nh nµy sÏ t×m ®−îc gi¸ trÞ cña x.  

d) §Æt 
x 1

x
+

 = t hoÆc 
x

t.
x 1

=
+

 

§8. Gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp ph−¬ng tr×nh 

VÝ dô. Mét x−ëng may ph¶i may xong 3000 ¸o trong mét thêi gian quy 
®Þnh. §Ó hoµn thµnh sím kÕ ho¹ch, mçi ngµy x−ëng ®· may ®−îc nhiÒu 
h¬n 6 ¸o so víi sè ¸o ph¶i may trong mét ngµy theo kÕ ho¹ch. V× thÕ  
5 ngµy tr−íc khi hÕt thêi h¹n, x−ëng ®· may ®−îc 2650 ¸o. Hái theo kÕ 
ho¹ch, mçi ngµy x−ëng ph¶i may xong bao nhiªu ¸o ?  

Gi¶i. Gäi sè ¸o ph¶i may trong 1 ngµy theo kÕ ho¹ch lµ x (x ∈ N, x > 0). 

Thêi gian quy ®Þnh may xong 3000 ¸o lµ 
3000

x
 (ngµy). 

Sè ¸o thùc tÕ may ®−îc trong 1 ngµy lµ x + 6 (¸o). 
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Thêi gian may xong 2650 ¸o lµ 
2650
x 6+

(ngµy). 

V× x−ëng may xong 2650 ¸o tr−íc khi hÕt h¹n 5 ngµy nªn ta cã ph−¬ng tr×nh  

3000
x

 − 5 = 
2650 .
x 6+

 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn : 

3000(x + 6) − 5x(x + 6) = 2650x hay x2 − 64x − 3600 = 0, 

 'Δ  = 322 + 3600 = 4624, 'Δ = 68, 

x1 = 32 + 68 = 100,  x2 = 32 − 68 = −36, 

x2 = −36 kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña Èn.  

Tr¶ lêi. Theo kÕ ho¹ch, mçi ngµy x−ëng ph¶i may xong 100 ¸o. 

Mét m¶nh ®Êt h×nh ch÷ nhËt cã chiÒu réng bÐ h¬n chiÒu dµi 4 m vµ diÖn 

tÝch b»ng 320 m2. TÝnh chiÒu dµi vµ chiÒu réng cña m¶nh ®Êt.  

 

Bµi tËp 

41.  Trong lóc häc nhãm, b¹n Hïng yªu cÇu b¹n Minh vµ b¹n Lan mçi ng−êi 
chän mét sè sao cho hai sè nµy h¬n kÐm nhau lµ 5 vµ tÝch cña chóng ph¶i 
b»ng 150. VËy hai b¹n Minh vµ Lan ph¶i chän nh÷ng sè nµo ?  

42.  B¸c Thêi vay 2 000 000 ®ång cña ng©n hµng ®Ó lµm kinh tÕ gia ®×nh trong 
thêi h¹n mét n¨m. LÏ ra cuèi n¨m b¸c ph¶i tr¶ c¶ vèn lÉn l·i. Song b¸c ®· 
®−îc ng©n hµng cho kÐo dµi thêi h¹n thªm mét n¨m n÷a, sè l·i cña n¨m ®Çu 
®−îc gép vµo víi vèn ®Ó tÝnh l·i n¨m sau vµ l·i suÊt vÉn nh− cò. HÕt hai n¨m 
b¸c ph¶i tr¶ tÊt c¶ lµ 2 420 000 ®ång. Hái l·i suÊt cho vay lµ bao nhiªu phÇn 
tr¨m trong mét n¨m ?  

43.  Mét xuång du lÞch ®i tõ thµnh phè Cµ Mau ®Õn §Êt Mòi theo mét ®−êng 
s«ng dµi 120 km. Trªn ®−êng ®i, xuång cã nghØ l¹i 1 giê ë thÞ trÊn N¨m C¨n. 
Khi vÒ, xuång ®i theo ®−êng kh¸c dµi h¬n ®−êng lóc ®i 5 km vµ víi vËn tèc 
nhá h¬n vËn tèc lóc ®i lµ 5 km/h. TÝnh vËn tèc cña xuång lóc ®i, biÕt r»ng 
thêi gian vÒ b»ng thêi gian ®i. 

44.  §è. §è em t×m ®−îc mét sè mµ mét nöa cña nã trõ ®i mét nöa ®¬n vÞ råi 
nh©n víi mét nöa cña nã b»ng mét nöa ®¬n vÞ. 

?1 
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5 dm

5 dm

5 dm 5 dm

LuyÖn tËp 

45.  TÝch cña hai sè tù nhiªn liªn tiÕp lín h¬n tæng cña chóng lµ 109. T×m hai  
sè ®ã. 

46.  Mét m¶nh ®Êt h×nh ch÷ nhËt cã diÖn tÝch 240 m2. NÕu t¨ng chiÒu réng  
3 m vµ gi¶m chiÒu dµi 4 m th× diÖn tÝch m¶nh ®Êt kh«ng ®æi. TÝnh kÝch th−íc 
cña m¶nh ®Êt. 

47.  B¸c HiÖp vµ c« Liªn ®i xe ®¹p tõ lµng lªn tØnh trªn qu·ng ®−êng dµi 30 km, 
khëi hµnh cïng mét lóc. VËn tèc xe cña b¸c HiÖp lín h¬n vËn tèc xe cña c« 
Liªn lµ 3 km/h nªn b¸c HiÖp ®· ®Õn tØnh tr−íc c« Liªn nöa giê. TÝnh vËn tèc 
xe cña mçi ng−êi. 

48.  Tõ mét miÕng t«n h×nh ch÷ nhËt ng−êi ta c¾t ë bèn gãc bèn h×nh vu«ng cã 
c¹nh b»ng 5 dm ®Ó lµm thµnh mét c¸i thïng h×nh hép ch÷ nhËt kh«ng n¾p cã 
dung tÝch 1500 dm3 (h. 15). H·y tÝnh kÝch th−íc cña miÕng t«n lóc ®Çu, biÕt 
r»ng chiÒu dµi cña nã gÊp ®«i chiÒu réng.  

 

 

 

 

H×nh 15 

49.  Hai ®éi thî quÐt s¬n mét ng«i nhµ. NÕu hä cïng lµm th× trong 4 ngµy xong 
viÖc. NÕu hä lµm riªng th× ®éi I hoµn thµnh c«ng viÖc nhanh h¬n ®éi II lµ  
6 ngµy. Hái nÕu lµm riªng th× mçi ®éi ph¶i lµm trong bao nhiªu ngµy ®Ó 
xong viÖc ?  

50.  MiÕng kim lo¹i thø nhÊt nÆng 880 g, miÕng kim lo¹i thø hai nÆng 858 g.  

ThÓ tÝch cña miÕng thø nhÊt nhá h¬n thÓ tÝch cña miÕng thø hai lµ 10 cm3, 
nh−ng khèi l−îng riªng cña miÕng thø nhÊt lín h¬n khèi l−îng riªng cña 

miÕng thø hai lµ 1 g/cm3. T×m khèi l−îng riªng cña mçi miÕng kim lo¹i.  

51.  Ng−êi ta ®æ thªm 200 g n−íc vµo mét dung dÞch chøa 40 g muèi th× nång ®é 
cña dung dÞch gi¶m ®i 10%. Hái tr−íc khi ®æ thªm n−íc th× dung dÞch chøa 
bao nhiªu n−íc ?  
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52.  Kho¶ng c¸ch gi÷a hai bÕn s«ng A vµ B lµ 30 km. Mét can« ®i tõ bÕn A ®Õn 
bÕn B, nghØ 40 phót ë bÕn B råi quay l¹i bÕn A. KÓ tõ lóc khëi hµnh ®Õn khi 
vÒ tíi bÕn A hÕt tÊt c¶ 6 giê. H·y t×m vËn tèc cña can« trong n−íc yªn lÆng, 
biÕt r»ng vËn tèc cña n−íc ch¶y lµ 3 km/h. 

53.  TØ sè vµng. §è em chia ®−îc ®o¹n AB cho tr−íc thµnh hai ®o¹n sao cho tØ sè 
gi÷a ®o¹n lín víi ®o¹n AB b»ng tØ sè gi÷a ®o¹n nhá víi ®o¹n lín (h. 16). 
H·y t×m tØ sè Êy. 

§ã chÝnh lµ bµi to¸n mµ ¥-clÝt ®−a ra tõ thÕ kØ III tr−íc C«ng nguyªn.  
TØ sè nãi trong bµi to¸n ®−îc gäi lµ tØ sè vµng, cßn phÐp chia nãi trªn 
®−îc gäi lµ phÐp chia vµng hay phÐp chia hoµng kim.  
    A      M    B 

 
 H×nh 16 

H−íng dÉn. Gi¶ sö M lµ ®iÓm chia vµ AM > MB. Gäi tØ sè cÇn t×m lµ x. 

«n tËp ch−¬ng IV 

C©u hái 

1. H·y vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè y = 2x2, y = −2x2. Dùa vµo ®å thÞ ®Ó tr¶ lêi 
c¸c c©u hái sau :  
a) NÕu a > 0 th× hµm sè y = ax2 ®ång biÕn khi nµo ? NghÞch biÕn khi nµo ?  

Víi gi¸ trÞ nµo cña x th× hµm sè ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt ? Cã gi¸ trÞ nµo cña x 
®Ó hµm sè ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt kh«ng ?  

NÕu a < 0 th× hµm sè ®ång biÕn khi nµo ? NghÞch biÕn khi nµo ? Víi gi¸ 
trÞ nµo cña x th× hµm sè ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt ? Cã gi¸ trÞ nµo cña x ®Ó hµm 
sè ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt kh«ng ?  

b) §å thÞ cña hµm sè y = ax2 cã nh÷ng ®Æc ®iÓm g× (tr−êng hîp a > 0, 
tr−êng hîp a < 0) ?  

2.  §èi víi ph−¬ng tr×nh bËc hai ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0), h·y viÕt c«ng thøc 
tÝnh Δ, Δ'.  
Khi nµo th× ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm ?  

Khi nµo ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt ? ViÕt c«ng thøc nghiÖm.  

Khi nµo ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm kÐp ? ViÕt c«ng thøc nghiÖm. 

V× sao khi a vµ c tr¸i dÊu th× ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt ?  
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3.  ViÕt hÖ thøc Vi-Ðt ®èi víi c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai 
ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0). 

Nªu ®iÒu kiÖn ®Ó ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã mét nghiÖm 
b»ng 1. Khi ®ã, viÕt c«ng thøc nghiÖm thø hai. ¸p dông : nhÈm nghiÖm 
cña ph−¬ng tr×nh 

1954x2 + 21x − 1975 = 0. 

Nªu ®iÒu kiÖn ®Ó ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã mét nghiÖm b»ng 
−1. Khi ®ã, viÕt c«ng thøc nghiÖm thø hai. ¸p dông : nhÈm nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh 

2005x2 + 104x − 1901 = 0. 

4.  Nªu c¸ch t×m hai sè, biÕt tæng S vµ tÝch P cña chóng.  

T×m hai sè u vµ v trong mçi tr−êng hîp sau :  

a) 
u v 3

uv 8

+ =⎧
⎨ = −⎩

 ;     b)
u v 5

uv 10

+ = −⎧
⎨ =⎩

. 

5.  Nªu c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh trïng ph−¬ng ax4 + bx2 + c = 0 (a ≠ 0). 

Tãm t¾t c¸c kiÕn thøc cÇn nhí 

 

 
    a > 0     a < 0 

 

 

 

 
 
 

   

  Hµm sè nghÞch biÕn khi x < 0, 
®ång biÕn khi x > 0. 

 y = 0 lµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 
 hµm sè, ®¹t ®−îc khi x = 0. 

 Hµm sè ®ång biÕn khi x < 0,  
 nghÞch biÕn khi x > 0. 

 y = 0 lµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña  
hµm sè, ®¹t ®−îc khi x = 0. 

O

y

x O

y

x

Hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) 



 62 

  
 

Δ = b2 − 4ac 

 Δ > 0 : ph−¬ng tr×nh cã 
          hai nghiÖm ph©n biÖt 

x1 = 
b

2a
− + Δ

 ; x2 = 
b .

2a
− − Δ

 

 Δ = 0 : ph−¬ng tr×nh cã  
          nghiÖm kÐp 

x1 = x2 = 
b .
2a

−  

 Δ < 0 : ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

 

Δ' = b'2 − ac    (b = 2b') 

 Δ' > 0 : ph−¬ng tr×nh cã 
           hai nghiÖm ph©n biÖt 

x1 = 
b' '

a
− + Δ

 ; x2 = 
b' ' .

a
− − Δ

 

 Δ' = 0 : ph−¬ng tr×nh cã  

          nghiÖm kÐp 

x1 = x2 = 
b ' .
a

−  

 Δ' < 0 : ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 
 

  
 

 NÕu x1, x2 lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) th× 

  
1 2

1 2

b
x x

a
c

x x
a

⎧ + = −⎪
⎨
⎪ =
⎩

. 

 Muèn t×m hai sè u vµ v, biÕt u + v = S, uv = P, ta gi¶i ph−¬ng tr×nh  

x2 − Sx + P = 0. 

(§iÒu kiÖn ®Ó cã u vµ v lµ S2 − 4P ≥ 0). 

 NÕu a + b + c = 0 th× ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã hai nghiÖm 

x1 = 1, x2 = 
c .
a

 

 NÕu a − b + c = 0 th× ph−¬ng tr×nh ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) cã hai nghiÖm 

x1 = −1, x2 = −
c .
a

  

Ph−¬ng tr×nh bËc hai ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) 

HÖ thøc Vi-Ðt vµ øng dông 
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Bµi tËp 

54. VÏ ®å thÞ cña hai hµm sè y = 21
x

4
 vµ y = − 21

x
4

 trªn cïng mét hÖ trôc 
to¹ ®é. 
a) Qua ®iÓm B (0 ; 4) kÎ ®−êng th¼ng song song víi trôc ox. Nã c¾t ®å thÞ 

cña hµm sè y = 21 x
4

 t¹i hai ®iÓm M vµ M'. T×m hoµnh ®é cña M vµ M'.  

b) T×m trªn ®å thÞ cña hµm sè y = − 21
x

4
 ®iÓm N cã cïng hoµnh ®é víi 

M, ®iÓm N' cã cïng hoµnh ®é víi M'. §−êng th¼ng NN' cã song song víi 

ox kh«ng ? V× sao ? T×m tung ®é cña N vµ N' b»ng hai c¸ch :  

− −íc l−îng trªn h×nh vÏ ;  

− TÝnh to¸n theo c«ng thøc. 

55.  Cho ph−¬ng tr×nh  x2 − x − 2 = 0. 

a) Gi¶i ph−¬ng tr×nh. 

b) VÏ hai ®å thÞ y = x2 vµ y = x + 2 trªn cïng mét hÖ trôc to¹ ®é.  

c) Chøng tá r»ng hai nghiÖm t×m ®−îc trong c©u a) lµ hoµnh ®é giao ®iÓm 
cña hai ®å thÞ. 

56.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh :  

a) 3x4 − 12x2 + 9 = 0 ;  b) 2x4 + 3x2 − 2 = 0 ;       c) x4 + 5x2 + 1 = 0. 

57. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh :  

a) 5x2 − 3x + 1 = 2x + 11 ;    b) 
2x 2x x 5

5 3 6
+

− =  ; 

c) 
2

x 10 2x
x 2 x 2x

−
=

− −
 ;    d) 

2

x 0,5 7x 2
3x 1 9x 1

+ +
=

+ −
 ;  

e) 22 3x x 1 3(x 1)+ + = +  ;   f) 2x 2 2x 4 3(x 2)+ + = + . 

58.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) 1,2x3 − x2 − 0,2x = 0 ;    b) 5x3 − x2 − 5x + 1 = 0. 

59.  Gi¶i ph−¬ng tr×nh b»ng c¸ch ®Æt Èn phô :  

a) 2(x2 − 2x)2 + 3(x2 − 2x) + 1 = 0 ;  b)
2

1 1
x 4 x 3 0

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 
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60.  Víi mçi ph−¬ng tr×nh sau, ®· biÕt mét nghiÖm (ghi kÌm theo), h·y t×m 
nghiÖm kia : 

a) 212x 8x 1 0,− + =  1
1

x
2

=  ;  b) 22x 7x 39 0,− − =  1x 3= −  ; 

c) 2x x 2 2 0,+ − + =  1x 2= −  ; d) 2x 2mx m 1 0,− + − =  1x 2.=  

61.  T×m hai sè u vµ v trong mçi tr−êng hîp sau :  

a) u + v = 12, uv = 28 vµ u > v ;  b) u + v = 3, uv = 6. 

62.  Cho ph−¬ng tr×nh 7x2 + 2(m − 1)x − m2 = 0.  

a) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm ?  

b) Trong tr−êng hîp ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm, dïng hÖ thøc Vi-Ðt, h·y 
tÝnh tæng c¸c b×nh ph−¬ng hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh theo m.  

63.  Sau hai n¨m, sè d©n cña mét thµnh phè t¨ng tõ 2 000 000 ng−êi lªn 2 020 050 

ng−êi. Hái trung b×nh mçi n¨m d©n sè cña thµnh phè ®ã t¨ng bao nhiªu  

phÇn tr¨m ?  

64.  Bµi to¸n yªu cÇu t×m tÝch cña mét sè d−¬ng víi mét sè lín h¬n nã 2 ®¬n vÞ, 
nh−ng b¹n Qu©n nhÇm ®Çu bµi l¹i tÝnh tÝch cña mét sè d−¬ng víi mét sè bÐ 
h¬n nã 2 ®¬n vÞ. KÕt qu¶ cña b¹n Qu©n lµ 120. Hái nÕu lµm ®óng ®Çu bµi ®· 
cho th× kÕt qu¶ ph¶i lµ bao nhiªu ?  

65.  Mét xe löa ®i tõ Hµ Néi vµo B×nh S¬n (Qu¶ng Ng·i). Sau ®ã 1 giê, mét 
xe löa kh¸c ®i tõ B×nh S¬n ra Hµ Néi víi vËn tèc lín h¬n vËn tèc cña xe löa 
thø nhÊt lµ 5 km/h. Hai xe gÆp nhau t¹i mét ga ë chÝnh gi÷a qu·ng ®−êng. 
T×m vËn tèc cña mçi xe, gi¶ thiÕt r»ng qu·ng ®−êng Hµ Néi − B×nh S¬n 
dµi 900 km. 

66.  Cho tam gi¸c ABC cã BC = 16 cm, ®−êng 
cao AH = 12 cm. Mét h×nh ch÷ nhËt 
MNPQ cã ®Ønh M thuéc c¹nh AB, ®Ønh N 
thuéc c¹nh AC cßn hai ®Ønh P vµ Q thuéc 
c¹nh BC (h. 17). X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña ®iÓm M 
trªn c¹nh AB sao cho diÖn tÝch cña h×nh ch÷ 

nhËt ®ã b»ng 36 cm2. H×nh 17 

A

B Q H P C

NM

K
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PhÇn H×nh häc 
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Ch−¬ng III - Gãc víi ®−êng trßn 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

§Ìn «ng sao 

§1. Gãc ë t©m. Sè ®o cung 

Gãc AOB cã quan hÖ g× 
víi cung AB ? 

1.  Gãc ë t©m 

§Þnh nghÜa 

Gãc cã ®Ønh trïng víi t©m ®−êng trßn ®−îc gäi lµ gãc ë t©m. 

 Hai c¹nh cña gãc ë t©m c¾t ®−êng trßn t¹i hai ®iÓm, do ®ã chia ®−êng 
trßn thµnh hai cung. Víi c¸c gãc α (0o < α < 180o) th× cung n»m bªn 
trong gãc ®−îc gäi lµ "cung nhá" vµ cung n»m bªn ngoµi gãc ®−îc gäi lµ 
"cung lín". 

O

BA
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Cung AB ®−îc kÝ hiÖu lµ AB . §Ó ph©n biÖt hai cung cã chung c¸c mót lµ 

A vµ B nh− ë h×nh 1a), ta kÝ hiÖu : AmB, AnB.  

AmB  lµ cung nhá vµ AnB  lµ cung lín. 

Víi α = 180o th× mçi cung lµ mét nöa ®−êng trßn (h. 1b). 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1  

 Cung n»m bªn trong gãc gäi lµ cung bÞ ch¾n. ë h×nh 1a), AmB  lµ cung 

bÞ ch¾n bëi gãc AOB, ta cßn nãi gãc AOB ch¾n cung nhá AmB. ë  

h×nh 1b), ta còng nãi gãc bÑt COD ch¾n nöa ®−êng trßn. 

2.  Sè ®o cung 

§Þnh nghÜa 

 Sè ®o cña cung nhá b»ng sè ®o cña gãc ë t©m ch¾n cung ®ã. 

 Sè ®o cña cung lín b»ng hiÖu gi÷a 360o vµ sè ®o cña cung nhá (cã 
chung hai mót víi cung lín). 

 Sè ®o cña nöa ®−êng trßn b»ng 180o. 

Sè ®o cña cung AB ®−îc kÝ hiÖu lµ s® AB .  

VÝ dô. ë h×nh 2, cung nhá AmB cã sè ®o lµ 100o, cung lín AnB cã  
sè ®o lµ 

s® AnB  = 360o − 100o = 260o. 

 Chó ý  
− Cung nhá cã sè ®o nhá h¬n 180o ; 

− Cung lín cã sè ®o lín h¬n 180o ; 

− Khi hai mót cña cung trïng nhau, ta cã "cung kh«ng" 
víi sè ®o 0o vµ cung c¶ ®−êng trßn cã sè ®o 360o. 

a) 0o < α < 180o    b) α = 180o  

H×nh 2 

A

α

B

O

C

D

O

m

n

x  
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A
C

B

O

A

C

B

O
.. .

.

3.  So s¸nh hai cung 
Ta chØ so s¸nh hai cung trong mét ®−êng trßn hay trong hai ®−êng trßn 
b»ng nhau. Khi ®ã : 

 Hai cung ®−îc gäi lµ b»ng nhau nÕu chóng cã sè ®o b»ng nhau ; 

 Trong hai cung, cung nµo cã sè ®o lín h¬n ®−îc gäi lµ cung lín h¬n. 

Hai cung AB vµ CD b»ng nhau ®−îc kÝ hiÖu lµ AB CD.=  

Cung EF nhá h¬n cung GH ®−îc kÝ hiÖu lµ EF GH.<  Trong tr−êng hîp 

nµy ta còng nãi cung GH lín h¬n cung EF vµ kÝ hiÖu lµ >GH EF.  

H·y vÏ mét ®−êng trßn råi vÏ hai cung b»ng nhau. 

4.  Khi nµo th× s® AB  = s® AC  + s®CB ? 
Cho C lµ mét ®iÓm n»m trªn cung AB, khi ®ã ta nãi : ®iÓm C chia cung 
AB thµnh hai cung AC vµ CB. 

 

 

 

 

 
 

§Þnh lÝ  

NÕu C lµ mét ®iÓm n»m trªn cung AB th× : 

s® AB  = s® AC  + s® CB . 

H·y chøng minh ®¼ng thøc s® AB  = s® AC  + s® CB  trong tr−êng hîp 
®iÓm C n»m trªn cung nhá AB (h. 3). 

Gîi ý : ChuyÓn sè ®o cung sang sè ®o cña gãc ë t©m ch¾n cung ®ã. 

Bµi tËp 

1. Kim giê vµ kim phót cña ®ång hå t¹o thµnh mét gãc ë t©m cã sè ®o lµ 
bao nhiªu ®é vµo nh÷ng thêi ®iÓm sau : 

a) 3 giê ;   b) 5 giê ;    c) 6 giê ;      d) 12 giê ;  e) 20 giê ? 

?1 

?2 

H×nh 4. §iÓm C n»m trªn cung lín AB H×nh 3. §iÓm C n»m trªn cung nhá AB 



 69 

2.  Cho hai ®−êng th¼ng xy vµ st c¾t nhau t¹i O, trong c¸c gãc t¹o thµnh cã  
gãc 40o. VÏ mét ®−êng trßn t©m O. TÝnh sè ®o cña c¸c gãc ë t©m x¸c ®Þnh 
bëi hai trong bèn tia gèc O. 

3.  Trªn c¸c h×nh 5, 6, h·y dïng dông cô ®o gãc ®Ó t×m sè ®o cung AmB. 

Tõ ®ã, tÝnh sè ®o cung AnB t−¬ng øng. 

 

 

 

 

 

 

LuyÖn tËp  

4.  Xem h×nh 7. TÝnh sè ®o cña gãc ë t©m AOB 
vµ sè ®o cung lín AB. 

5.  Hai tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn (O) t¹i A vµ B 

c¾t nhau t¹i M. BiÕt AMB  = 35o. 

a) TÝnh sè ®o cña gãc ë t©m t¹o bëi hai 
b¸n kÝnh OA, OB. 

b) TÝnh sè ®o mçi cung AB (cung lín vµ 
cung nhá). 

6.  Cho tam gi¸c ®Òu ABC. Gäi O lµ t©m cña 
®−êng trßn ®i qua ba ®Ønh A, B, C. 

a) TÝnh sè ®o c¸c gãc ë t©m t¹o bëi hai 
trong ba b¸n kÝnh OA, OB, OC. 

b) TÝnh sè ®o c¸c cung t¹o bëi hai trong ba 
®iÓm A, B, C. 

7.  Cho hai ®−êng trßn cïng t©m O víi b¸n kÝnh 
kh¸c nhau. Hai ®−êng th¼ng ®i qua O c¾t hai 
®−êng trßn ®ã t¹i c¸c ®iÓm A, B, C, D, M, 
N, P, Q (h. 8). 

H×nh 5 H×nh 6

.

n

m

A
B

O

. .
.

A
B

O

m

n

. .

H×nh 7 

A

TO

B

x

x

H×nh 8 

M
N

C D

Q
P

O
B

A
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a) Em cã nhËn xÐt g× vÒ sè ®o cña c¸c cung nhá AM, CP, BN, DQ ? 

b) H·y nªu tªn c¸c cung nhá b»ng nhau. 

c) H·y nªu tªn hai cung lín b»ng nhau. 

8.  Mçi kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng hay sai ? V× sao ? 

a) Hai cung b»ng nhau th× cã sè ®o b»ng nhau. 

b) Hai cung cã sè ®o b»ng nhau th× b»ng nhau. 

c) Trong hai cung, cung nµo cã sè ®o lín h¬n lµ cung lín h¬n. 

d) Trong hai cung trªn mét ®−êng trßn, cung nµo cã sè ®o nhá h¬n th× 
nhá h¬n. 

9.  Trªn ®−êng trßn t©m O lÊy ba ®iÓm A, B, C sao cho AOB  = 100o, 

s® oAC 45= . TÝnh sè ®o cña cung nhá BC vµ cung lín BC. (XÐt c¶ hai 
tr−êng hîp : ®iÓm C n»m trªn cung nhá AB, ®iÓm C n»m trªn cung lín AB). 

§2. Liªn hÖ gi÷a cung vµ d©y 

ChuyÓn viÖc so s¸nh hai cung sang viÖc 
so s¸nh hai d©y vµ ng−îc l¹i 

 

Ng−êi ta dïng côm tõ "cung c¨ng d©y" hoÆc 

"d©y c¨ng cung" ®Ó chØ mèi liªn hÖ gi÷a cung 

vµ d©y cã chung hai mót. 

Trong mét ®−êng trßn, mçi d©y c¨ng hai 

cung ph©n biÖt. Víi hai ®Þnh lÝ d−íi ®©y, ta 

chØ xÐt nh÷ng cung nhá. 

 

H×nh 9. D©y AB c¨ng hai 
cung AmB vµ AnB. 

.O
A

Bm

n
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1.  §Þnh lÝ 1  

Víi hai cung nhá trong mét ®−êng trßn hay trong hai ®−êng trßn 
b»ng nhau : 
a) Hai cung b»ng nhau c¨ng hai d©y b»ng nhau. 
b) Hai d©y b»ng nhau c¨ng hai cung b»ng nhau. 

Cô thÓ, víi h×nh 10, ta cã gi¶ thiÕt vµ kÕt luËn cña ®Þnh lÝ 1 nh− sau : 

a) AB  = CD  ⇒ AB = CD ; 

b) AB = CD ⇒ AB  = CD . 

H·y chøng minh ®Þnh lÝ trªn. 

H−íng dÉn. Chøng minh hai tam gi¸c OAB vµ 
OCD b»ng nhau (h. 10). 

2.  §Þnh lÝ 2 

Víi hai cung nhá trong mét ®−êng trßn hay trong hai ®−êng trßn 
b»ng nhau : 

a) Cung lín h¬n c¨ng d©y lín h¬n. 
b) D©y lín h¬n c¨ng cung lín h¬n. 

Xem h×nh 11. 

H·y viÕt gi¶ thiÕt vµ kÕt luËn cña ®Þnh lÝ. 

(Kh«ng yªu cÇu häc sinh chøng minh ®Þnh lÝ nµy). 

Bµi tËp 

10.  a) VÏ ®−êng trßn t©m O, b¸n kÝnh R = 2 cm. 

Nªu c¸ch vÏ cung AB cã sè ®o b»ng 60o. Hái 

d©y AB dµi bao nhiªu xentimÐt ? 

b) Lµm thÕ nµo ®Ó chia ®−îc ®−êng trßn 
thµnh s¸u cung b»ng nhau nh− trªn h×nh 12. 

 ?1 

?2 

H×nh 12 

.

A

B

O

x

x

x

x

x

x

H×nh 11 

A B

C
D

O

H×nh 10 

D

C

BA

O
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11.  Cho hai ®−êng trßn b»ng nhau (O) vµ (O') c¾t nhau t¹i hai ®iÓm A vµ B. KÎ 
c¸c ®−êng kÝnh AOC, AO'D. Gäi E lµ giao ®iÓm thø hai cña AC víi ®−êng 
trßn (O'). 
a) So s¸nh c¸c cung nhá BC, BD. 
b) Chøng minh r»ng B lµ ®iÓm chÝnh gi÷a cña cung EBD (tøc lµ ®iÓm B 

chia cung EBD thµnh hai cung b»ng nhau : BE BD).=  

12.  Cho tam gi¸c ABC. Trªn tia ®èi cña tia AB lÊy mét ®iÓm D sao cho AD = AC. 
VÏ ®−êng trßn t©m O ngo¹i tiÕp tam gi¸c DBC. Tõ O lÇn l−ît h¹ c¸c ®−êng 
vu«ng gãc OH, OK víi BC vµ BD (H ∈ BC, K ∈ BD). 

a) Chøng minh r»ng OH > OK.      

b) So s¸nh hai cung nhá BD vµ BC. 

13.  Chøng minh r»ng trong mét ®−êng trßn, hai cung bÞ ch¾n gi÷a hai d©y  
song song th× b»ng nhau. 

14.  a) Chøng minh r»ng ®−êng kÝnh ®i qua ®iÓm chÝnh gi÷a cña mét cung th× ®i 
qua trung ®iÓm cña d©y c¨ng cung Êy. MÖnh ®Ò ®¶o cã ®óng kh«ng ? H·y 
nªu thªm ®iÒu kiÖn ®Ó mÖnh ®Ò ®¶o ®óng. 

b) Chøng minh r»ng ®−êng kÝnh ®i qua ®iÓm chÝnh gi÷a cña mét cung th× 
vu«ng gãc víi d©y c¨ng cung Êy vµ ng−îc l¹i. 

§3. Gãc néi tiÕp 

Sè ®o cña gãc BAC cã quan hÖ g× 
víi sè ®o cña cung BC ? 

1.  §Þnh nghÜa 

Gãc néi tiÕp lµ gãc cã ®Ønh n»m trªn ®−êng trßn vµ hai c¹nh chøa hai 
d©y cung cña ®−êng trßn ®ã. 

Cung n»m bªn trong gãc ®−îc gäi lµ cung bÞ ch¾n. 

C 

A

B

O
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ë h×nh 13a) cung bÞ ch¾n lµ cung nhá BC ; ë h×nh 13b) cung bÞ ch¾n lµ 
cung lín BC. 

 

 

 

 

 

 

 

V× sao c¸c gãc ë h×nh 14 vµ h×nh 15 kh«ng ph¶i lµ gãc néi tiÕp ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

B»ng dông cô, h·y so s¸nh sè ®o cña gãc néi tiÕp BAC  víi sè ®o cña 
cung bÞ ch¾n BC trong mçi h×nh 16, 17, 18 d−íi ®©y. 

2.  §Þnh lÝ 

Trong mét ®−êng trßn, sè ®o cña gãc néi tiÕp b»ng nöa sè ®o 
cña cung bÞ ch¾n. 

?1 

?2 

H×nh 13. BAC  lµ gãc néi tiÕp. 

. .

A

B C
O

A

B

C
O

   

a) b)

H×nh 15

..O
O

a) b)

H×nh 14

O

O
. .

O

a) b) c)

.
O

d)
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Chøng minh. Ta ph©n biÖt ba tr−êng hîp : 

− T©m ®−êng trßn n»m trªn mét c¹nh cña gãc. 

− T©m ®−êng trßn n»m bªn trong gãc. 

− T©m ®−êng trßn n»m bªn ngoµi gãc. 

a) T©m O n»m trªn mét c¹nh cña gãc BAC (h. 16). 

¸p dông ®Þnh lÝ vÒ gãc ngoµi cña tam gi¸c vµo tam 
gi¸c c©n OAC, ta cã 

     
1

BAC BOC
2

= , 

nh−ng gãc ë t©m BOC  ch¾n cung nhá BC. VËy 
1

BAC
2

=  s® BC . 

b) T©m O n»m bªn trong gãc BAC (h. 17). 

Ta vÏ ®−êng kÝnh AD vµ ®−a vÒ tr−êng hîp a). 

V× O n»m bªn trong gãc BAC nªn tia AO n»m gi÷a 
hai tia AB vµ AC, ®iÓm D n»m trªn cung BC, ta cã 
c¸c hÖ thøc 

BAD DAC BAC,+ =  

   s®BD s®DC s®BC.+ =  

Theo tr−êng hîp a) vµ c¨n cø vµo hai hÖ thøc trªn, 
ta ®−îc 

1
BAD s®BD

2
=  

1
DAC s®DC

2
=  

=
1

BAC s®BC.
2

 

c) T©m O n»m bªn ngoµi gãc BAC (h. 18). 

Häc sinh tù chøng minh, xem nh− bµi tËp. 

3.  HÖ qu¶ 
Trong mét ®−êng trßn : 

a) C¸c gãc néi tiÕp b»ng nhau ch¾n c¸c cung b»ng nhau. 

+

H×nh 16 

B

O

CA

H×nh 18 

B

C

O

A

.

H×nh 17 

A

OB

D

C
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b) C¸c gãc néi tiÕp cïng ch¾n mét cung hoÆc ch¾n c¸c cung b»ng nhau 
th× b»ng nhau. 

c) Gãc néi tiÕp (nhá h¬n hoÆc b»ng 90o) cã sè ®o b»ng nöa sè ®o cña gãc 
ë t©m cïng ch¾n mét cung. 

d) Gãc néi tiÕp ch¾n nöa ®−êng trßn lµ gãc vu«ng. 

H·y vÏ h×nh minh ho¹ c¸c tÝnh chÊt trªn. 

Bµi tËp 

15. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng hay sai ? 

a) Trong mét ®−êng trßn, c¸c gãc néi tiÕp 
cïng ch¾n mét cung th× b»ng nhau. 

b) Trong mét ®−êng trßn, c¸c gãc néi tiÕp 
b»ng nhau th× cïng ch¾n mét cung. 

16.  Xem h×nh 19 (hai ®−êng trßn cã t©m lµ  
B, C vµ ®iÓm B n»m trªn ®−êng trßn  
t©m C). 

a) BiÕt oMAN 30 ,=  tÝnh PCQ.  

b) NÕu oPCQ 136=  th× MAN  cã sè ®o 
lµ bao nhiªu ? 

17.  Muèn x¸c ®Þnh t©m cña mét ®−êng trßn 
mµ chØ dïng ªke th× ph¶i lµm nh− thÕ nµo ? 

18.  Mét huÊn luyÖn viªn cho cÇu thñ tËp sót 
bãng vµo cÇu m«n PQ. Bãng ®−îc ®Æt ë 
c¸c vÞ trÝ A, B, C trªn mét cung trßn nh− 
h×nh 20. 

H·y so s¸nh c¸c gãc PAQ,  PBQ,  PCQ . 

LuyÖn tËp 

19.  Cho ®−êng trßn t©m O, ®−êng kÝnh AB vµ S lµ mét ®iÓm n»m bªn ngoµi 
®−êng trßn. SA vµ SB lÇn l−ît c¾t ®−êng trßn t¹i M, N. Gäi H lµ giao ®iÓm 
cña BM vµ AN. Chøng minh r»ng SH vu«ng gãc víi AB. 

?3 

H×nh 19 

A

M

P

C

Q

N

B

H×nh 20 

CB

A

P Q
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20.  Cho hai ®−êng trßn (O) vµ (O') c¾t nhau t¹i A vµ B. VÏ c¸c ®−êng kÝnh  
AC vµ AD cña hai ®−êng trßn. Chøng minh r»ng ba ®iÓm C, B, D  
th¼ng hµng. 

21.  Cho hai ®−êng trßn b»ng nhau (O) vµ (O') c¾t nhau t¹i A vµ B. VÏ ®−êng 
th¼ng qua A c¾t (O) t¹i M vµ c¾t (O') t¹i N (A n»m gi÷a M vµ N). Hái 
MBN lµ tam gi¸c g× ? T¹i sao ? 

22.  Trªn ®−êng trßn (O) ®−êng kÝnh AB, lÊy ®iÓm M (kh¸c A vµ B). VÏ tiÕp 
tuyÕn cña (O) t¹i A. §−êng th¼ng BM c¾t tiÕp tuyÕn ®ã t¹i C. Chøng minh 
r»ng ta lu«n cã : 

MA2 = MB . MC. 

23.  Cho ®−êng trßn (O) vµ mét ®iÓm M cè ®Þnh kh«ng n»m trªn ®−êng trßn. 
Qua M kÎ hai ®−êng th¼ng. §−êng th¼ng thø nhÊt c¾t (O) t¹i A vµ B. §−êng 
th¼ng thø hai c¾t (O) t¹i C vµ D. Chøng minh MA.MB = MC.MD. 

H−íng dÉn. XÐt c¶ hai tr−êng hîp ®iÓm M n»m bªn trong vµ bªn ngoµi 
®−êng trßn. Trong mçi tr−êng hîp, xÐt hai tam gi¸c ®ång d¹ng. 

24.  Mét chiÕc cÇu ®−îc thiÕt kÕ nh− 
h×nh 21 cã ®é dµi AB = 40 m, chiÒu 
cao MK = 3 m. H·y tÝnh b¸n kÝnh 
cña ®−êng trßn chøa cung AMB. 

25.  Dùng mét tam gi¸c vu«ng, biÕt 
c¹nh huyÒn dµi 4 cm vµ mét c¹nh 
gãc vu«ng dµi 2,5 cm. 

26.  Cho AB, BC, CA lµ ba d©y cña 

®−êng trßn (O). Tõ ®iÓm chÝnh 

gi÷a M cña cung AB vÏ d©y MN song song víi d©y BC. Gäi giao ®iÓm cña 

MN vµ AC lµ S. Chøng minh SM = SC vµ SN = SA. 

 

 

H×nh 21
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§4. Gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung 

Sè ®o cña gãc BAx cã quan hÖ g× víi 

sè ®o cña cung AmB ? 

1.  Kh¸i niÖm gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn 
vµ d©y cung 

 ë h×nh 22, xy lµ tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn 
(O) t¹i A, tiÕp ®iÓm A lµ gèc chung cña hai 
tia ®èi nhau. Mçi tia ®ã lµ mét tia tiÕp 
tuyÕn. Gãc BAx cã ®Ønh A n»m trªn ®−êng 
trßn, c¹nh Ax lµ mét tia tiÕp tuyÕn cßn c¹nh 
kia chøa d©y cung AB. 

Ta gäi mét gãc nh− vËy lµ gãc t¹o bëi tia 
tiÕp tuyÕn vµ d©y cung. 

 D©y AB c¨ng hai cung. Cung n»m bªn trong gãc lµ cung bÞ ch¾n. ë h×nh 22, 
gãc BAx cã cung bÞ ch¾n lµ cung nhá AB, gãc BAy cã cung bÞ ch¾n lµ 
cung lín AB. 

H·y gi¶i thÝch v× sao c¸c gãc ë c¸c h×nh 23, 24, 25, 26 kh«ng ph¶i lµ gãc 
t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung. 

 

 

 

 

       H×nh 23       H×nh 24    H×nh 25   H×nh 26       

a) H·y vÏ gãc BAx t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung trong ba tr−êng hîp sau : 
oBAx 30= , oBAx 90 ,=  oBAx 120 .=  

b) Trong mçi tr−êng hîp ë c©u a), h·y cho biÕt sè ®o cña cung bÞ ch¾n. 

?1 

?2 

H×nh 22. BAx  (hoÆc BAy ) lµ 

gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn 
vµ d©y cung 

O

A
B

y 

x

.
O
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O
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A O

B m
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2.  §Þnh lÝ 

Sè ®o cña gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung b»ng nöa sè ®o 
cña cung bÞ ch¾n. 

Chøng minh 
§Ó chøng minh ®Þnh lÝ nµy ta xÐt ba tr−êng hîp : 
− T©m ®−êng trßn n»m trªn c¹nh chøa d©y cung. 

− T©m ®−êng trßn n»m bªn ngoµi gãc. 

− T©m ®−êng trßn n»m bªn trong gãc. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 27 

a) T©m O n»m trªn c¹nh chøa d©y cung AB (h. 27a). 

Ta cã :    oBAx 90 ,=  

    s® oAB 180 .=  

    VËy 
1

BAx s®AB.
2

=  

b) T©m O n»m bªn ngoµi BAx  (h. 27b). 
VÏ ®−êng cao OH cña tam gi¸c c©n OAB, ta cã : 

1BAx O= (hai gãc nµy cïng phô víi OAB ). 

Nh−ng 1
1

O AOB
2

=  (OH lµ tia ph©n gi¸c cña AOB ), 

suy ra 
1

BAx AOB
2

= . MÆt kh¸c AOB  = s® AmB , 

vËy BAx  = 
1
2

s®AmB . 

c) T©m O n»m bªn trong BAx  (h. 27c). 

Häc sinh tù chøng minh, coi nh− bµi tËp. 

..

B

A

O

C

O 

1 B

A

B
O

Ax x x

a) b) c)

H m 
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H·y so s¸nh sè ®o cña BAx , ACB  víi sè ®o 
cña cung AmB (h. 28). 

3.  HÖ qu¶  
Trong mét ®−êng trßn, gãc t¹o bëi tia tiÕp 
tuyÕn vµ d©y cung vµ gãc néi tiÕp cïng ch¾n 
mét cung th× b»ng nhau. 

Bµi tËp 

27.  Cho ®−êng trßn t©m O, ®−êng kÝnh AB. LÊy ®iÓm P kh¸c A vµ B trªn  
®−êng trßn. Gäi T lµ giao ®iÓm cña AP víi tiÕp tuyÕn t¹i B cña ®−êng trßn. 
Chøng minh 

    APO PBT= . 

28.  Cho hai ®−êng trßn (O) vµ (O') c¾t nhau t¹i A vµ B. TiÕp tuyÕn t¹i A cña 
®−êng trßn (O') c¾t ®−êng trßn (O) t¹i ®iÓm thø hai P. Tia PB c¾t ®−êng trßn 
(O') t¹i Q. Chøng minh ®−êng th¼ng AQ song song víi tiÕp tuyÕn t¹i P cña 
®−êng trßn (O). 

29.  Cho hai ®−êng trßn (O) vµ (O') c¾t nhau t¹i A vµ B. TiÕp tuyÕn kÎ tõ A ®èi 
víi ®−êng trßn (O') c¾t (O) t¹i C vµ ®èi víi ®−êng trßn (O) c¾t (O') t¹i D. 

Chøng minh CBA DBA= . 

30.  Chøng minh ®Þnh lÝ ®¶o cña ®Þnh lÝ vÒ gãc t¹o bëi 
tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung, cô thÓ lµ : 

NÕu gãc BAx (víi ®Ønh A n»m trªn ®−êng trßn, mét 
c¹nh chøa d©y cung AB), cã sè ®o b»ng nöa sè ®o 
cña cung AB c¨ng d©y ®ã vµ cung nµy n»m bªn 
trong gãc ®ã th× c¹nh Ax lµ mét tia tiÕp tuyÕn cña 
®−êng trßn (h. 29). 

Gîi ý. Cã thÓ chøng minh trùc tiÕp hoÆc chøng minh b»ng ph¶n chøng. 

LuyÖn tËp 

31.  Cho ®−êng trßn (O ; R) vµ d©y cung BC = R. Hai tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn 

(O) t¹i B, C c¾t nhau ë A. TÝnh ABC, BAC . 

?3 

H×nh 28 

A

C

B

xy

m

O

H×nh 29 

BO.

A x
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32.  Cho ®−êng trßn t©m O ®−êng kÝnh AB. Mét tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn t¹i P 
c¾t ®−êng th¼ng AB t¹i T (®iÓm B n»m gi÷a O vµ T). 

Chøng minh oBTP 2.TPB 90+ = . 

33.  Cho A, B, C lµ ba ®iÓm trªn mét ®−êng trßn. At lµ tiÕp tuyÕn cña ®−êng  
trßn t¹i A. §−êng th¼ng song song víi At c¾t AB t¹i M vµ c¾t AC t¹i N. 
Chøng minh AB . AM = AC . AN. 

34.  Cho ®−êng trßn (O) vµ ®iÓm M n»m bªn ngoµi ®−êng trßn ®ã. Qua ®iÓm M 
kÎ tiÕp tuyÕn MT vµ c¸t tuyÕn MAB. 

Chøng minh MT2 = MA . MB. 

35.  Trªn bê biÓn cã mét ngän h¶i ®¨ng cao 40 m. Víi 
kho¶ng c¸ch bao nhiªu kil«mÐt th× ng−êi quan s¸t trªn 
tµu b¾t ®Çu tr«ng thÊy ngän ®Ìn nµy, biÕt r»ng m¾t 
ng−êi quan s¸t ë ®é cao 10 m so víi mùc n−íc biÓn vµ 
b¸n kÝnh Tr¸i §Êt gÇn b»ng 6 400 km (h. 30) ? 

H−íng dÉn. ¸p dông kÕt qu¶ cña bµi tËp 34. 

§5. Gãc cã ®Ønh ë bªn trong ®−êng trßn. 
Gãc cã ®Ønh ë bªn ngoµi ®−êng trßn 

Sè ®o cña gãc E vµ sè ®o 
cña gãc DFB cã quan hÖ g× 
víi sè ®o cña c¸c cung AmC 
vµ BnD ? 

 
1.  Gãc cã ®Ønh ë bªn trong ®−êng trßn 

Trong h×nh 31, gãc BEC cã ®Ønh E n»m bªn trong 
®−êng trßn (O) ®−îc gäi lµ gãc cã ®Ønh ë bªn trong 
®−êng trßn. 

Ta quy −íc r»ng mçi gãc cã ®Ønh ë bªn trong ®−êng 
trßn ch¾n hai cung, mét cung n»m bªn trong gãc vµ 
cung kia n»m bªn trong gãc ®èi ®Ønh cña nã. Trªn 

h×nh 31, hai cung bÞ ch¾n cña gãc BEC lµ BnC  vµ AmD . 

H×nh 30 

H×nh 31 

.

B C

O

E

A

D
m

n

E

A

C
O 

D

B

F

m

n



 81 

§Þnh lÝ  

Sè ®o cña gãc cã ®Ønh ë bªn trong ®−êng trßn b»ng nöa tæng sè 
®o hai cung bÞ ch¾n. 

H·y chøng minh ®Þnh lÝ trªn. 

Gîi ý. Xem h×nh 32. Sö dông gãc ngoµi 
cña tam gi¸c, chøng minh : 

   BEC  
+

=
s®BnC s®AmD .

2
 

 

2.  Gãc cã ®Ønh ë bªn ngoµi ®−êng trßn 

C¸c gãc trªn c¸c h×nh 33, 34, 35 cã ®Æc ®iÓm chung lµ : ®Ønh n»m ngoµi 
®−êng trßn, c¸c c¹nh ®Òu cã ®iÓm chung víi ®−êng trßn. Mçi gãc ®ã 
®−îc gäi lµ gãc cã ®Ønh ë bªn ngoµi ®−êng trßn. Mçi gãc cã ®Ønh ë bªn 
ngoµi ®−êng trßn cã hai cung bÞ ch¾n. §ã lµ hai cung n»m bªn trong gãc. 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

§Þnh lÝ  

Sè ®o cña gãc cã ®Ønh ë bªn ngoµi ®−êng trßn b»ng nöa hiÖu sè 
®o hai cung bÞ ch¾n. 

H×nh 33. Gãc BEC cã  
hai c¹nh c¾t ®−êng trßn, 

hai cung bÞ ch¾n lµ hai cung 
nhá AD vµ BC. 

H×nh 34. Gãc BEC cã mét c¹nh
lµ tiÕp tuyÕn t¹i C vµ c¹nh kia 
lµ c¸t tuyÕn, hai cung bÞ ch¾n 

lµ hai cung nhá AC vµ CB 

H×nh 35. Gãc BEC cã hai 
c¹nh lµ hai tiÕp tuyÕn 
t¹i B vµ C, hai cung 

bÞ ch¾n lµ cung nhá BC 
vµ cung lín BC 
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H·y chøng minh ®Þnh lÝ trªn. 

Gîi ý. Sö dông gãc ngoµi cña tam gi¸c trong ba tr−êng hîp ë h×nh 36, 37, 
38 (c¸c cung nªu ra d−íi h×nh lµ nh÷ng cung bÞ ch¾n). 

 

 

 

 
 
 

Bµi tËp 

36.  Cho ®−êng trßn (O) vµ hai d©y AB, AC. Gäi M, N lÇn l−ît lµ ®iÓm chÝnh 

gi÷a cña AB vµ AC . §−êng th¼ng MN c¾t d©y AB t¹i E vµ c¾t d©y AC  

t¹i H. Chøng minh tam gi¸c AEH lµ tam gi¸c c©n. 

37.  Cho ®−êng trßn (O) vµ hai d©y AB, AC b»ng nhau. Trªn cung nhá AC lÊy 

mét ®iÓm M. Gäi S lµ giao ®iÓm cña AM vµ BC. Chøng minh ASC MCA= . 

38.  Trªn mét ®−êng trßn, lÊy liªn tiÕp ba cung AC, CD, DB sao cho  

s® AC = s® CD = s® DB = 60o. Hai ®−êng th¼ng AC vµ BD c¾t nhau t¹i E.  

Hai tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn t¹i B vµ C c¾t nhau t¹i T. Chøng minh r»ng : 

a) AEB BTC=  ; 

b) CD lµ tia ph©n gi¸c cña BCT . 

H×nh 36 

 BEC
s® BC s®AD

2

−
=  

H×nh 37 

s® BC s®CA
BEC

2

−
=  

H×nh 38 

s® AmC s®AnC
AEC

2

−
=  

?2 

.

A

O

C

Em
n.

EA

D

B
O  

C

.B
O

A
E

C



 83 

α
α

α

B

M

N

P

A    

LuyÖn tËp 

39. Cho AB vµ CD lµ hai ®−êng kÝnh vu«ng gãc cña ®−êng trßn (O). Trªn cung 
nhá BD lÊy mét ®iÓm M. TiÕp tuyÕn t¹i M c¾t tia AB ë E, ®o¹n th¼ng CM 
c¾t AB ë S. Chøng minh ES = EM. 

40. Qua ®iÓm S n»m bªn ngoµi ®−êng trßn (O), vÏ tiÕp tuyÕn SA vµ c¸t  
tuyÕn SBC cña ®−êng trßn. Tia ph©n gi¸c cña gãc BAC c¾t d©y BC t¹i D. 

Chøng minh SA = SD. 

41. Qua ®iÓm A n»m bªn ngoµi ®−êng trßn (O) vÏ hai c¸t tuyÕn ABC vµ AMN 
sao cho hai ®−êng th¼ng BN vµ CM c¾t nhau t¹i mét ®iÓm S n»m bªn trong 
®−êng trßn.  

Chøng minh  
   A BSM 2.CMN+ = . 

42. Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp ®−êng trßn. P, Q, R theo thø tù lµ c¸c ®iÓm chÝnh 
gi÷a cña c¸c cung bÞ ch¾n BC, CA, AB bëi c¸c gãc A, B, C. 

a) Chøng minh AP ⊥ QR. 
b) AP c¾t CR t¹i I. Chøng minh tam gi¸c CPI lµ tam gi¸c c©n. 

43. Cho ®−êng trßn (O) vµ hai d©y cung song song AB, CD (A vµ C n»m trong 
cïng mét nöa mÆt ph¼ng bê BD) ; AD c¾t BC t¹i I.  

Chøng minh AOC AIC.=  

§6. Cung chøa gãc 

 

 

 

 
 

1.  Bµi to¸n quü tÝch "cung chøa gãc" 

1) Bµi to¸n. Cho ®o¹n th¼ng AB vµ gãc α (0o < α < 180o). T×m quü tÝch 

(tËp hîp) c¸c ®iÓm M tho¶ m·n AMB = α . (Ta còng nãi quü tÝch c¸c 
®iÓm M nh×n ®o¹n th¼ng AB cho tr−íc d−íi gãc α). 

LiÖu ba ®iÓm M, N, P cã cïng 
thuéc mét cung trßn  c¨ng d©y 
AB hay kh«ng ? 
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Cho ®o¹n th¼ng CD. 

a) VÏ ba ®iÓm 1 2 3N , N , N  sao cho o
1 2 3CN D CN D CN D 90 .= = =  

b) Chøng minh r»ng c¸c ®iÓm 1 2 3N , N , N  n»m 

trªn ®−êng trßn ®−êng kÝnh CD. 

VÏ mét gãc trªn b×a cøng (ch¼ng h¹n, gãc 75o). C¾t 
ra, ta ®−îc mét mÉu h×nh nh− phÇn g¹ch chÐo ë  
h×nh 39. §ãng hai chiÕc ®inh A, B c¸ch nhau 3 cm 
trªn mét tÊm gç ph¼ng. 

DÞch chuyÓn tÊm b×a trong khe hë sao cho hai c¹nh 
cña gãc lu«n dÝnh s¸t vµo hai chiÕc ®inh A, B. 
§¸nh dÊu c¸c vÞ trÝ M1, M2, M3, ..., M10 cña 
®Ønh gãc ( 1 2 10

...AM B AM B AM B= = =  = 75o). 

Qua thùc hµnh, h·y dù ®o¸n quü ®¹o chuyÓn ®éng cña ®iÓm M. 

Theo dù ®o¸n trªn, ta sÏ chøng minh quü tÝch cÇn t×m lµ hai cung trßn. 

Chøng minh 
a) PhÇn thuËn (h. 40). 
Tr−íc hÕt, ta h·y xÐt mét nöa mÆt ph¼ng cã bê lµ ®−êng th¼ng AB. 

Gi¶ sö M lµ ®iÓm tho¶ m·n AMB = α  vµ n»m trong nöa mÆt ph¼ng ®ang 

xÐt. XÐt cung AmB ®i qua ba ®iÓm A, M, B.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ta sÏ chøng minh t©m O cña ®−êng trßn chøa cung ®ã lµ mét ®iÓm cè 
®Þnh (kh«ng phô thuéc M). Thùc vËy, trong nöa mÆt ph¼ng bê AB kh«ng 
chøa M, kÎ tia tiÕp tuyÕn Ax cña ®−êng trßn ®i qua ba ®iÓm A, M, B th× 
gãc t¹o bëi Ax vµ AB b»ng α, do ®ã tia Ax cè ®Þnh. T©m O ph¶i n»m 
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H×nh 39 
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trªn ®−êng th¼ng Ay vu«ng gãc víi Ax t¹i A. MÆt kh¸c, O ph¶i n»m 
trªn ®−êng trung trùc d cña ®o¹n AB. Tõ ®ã giao ®iÓm O cña d vµ Ay lµ 
®iÓm cè ®Þnh, kh«ng phô thuéc M (v× 0o < α < 180o nªn Ay kh«ng 
vu«ng gãc víi AB vµ do ®ã Ay lu«n c¾t d t¹i ®óng mét ®iÓm). VËy M 
thuéc cung trßn AmB cè ®Þnh. 

b) PhÇn ®¶o. LÊy M' lµ mét ®iÓm thuéc cung AmB (h. 41), ta ph¶i 

chøng minh AM ' B = α . ThËt vËy, v× AM ' B lµ gãc néi tiÕp, xAB lµ gãc t¹o 

bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung, hai gãc nµy cïng ch¾n cung AnB nªn 

AM ' B  = xAB = α . 
 
 
 

 

 

 

 

 

 H×nh 41       H×nh 42 

T−¬ng tù, trªn nöa mÆt ph¼ng ®èi cña nöa mÆt ph¼ng ®ang xÐt, ta cßn cã 
cung Am'B ®èi xøng víi cung AmB qua AB còng cã tÝnh chÊt nh−  

AmB  (h. 42). 

Mçi cung trªn ®−îc gäi lµ mét cung chøa gãc α dùng trªn ®o¹n th¼ng 

AB, tøc lµ cung mµ víi mäi ®iÓm M thuéc cung ®ã, ta ®Òu cã AMB = α . 

c) KÕt luËn. Víi ®o¹n th¼ng AB vµ gãc α (0o < α < 180o) cho tr−íc th× 

quü tÝch c¸c ®iÓm M tho¶ m·n AMB  = α lµ hai cung chøa gãc α dùng 
trªn ®o¹n AB. 

 Chó ý 

 Hai cung chøa gãc α nãi trªn lµ hai cung trßn ®èi xøng víi nhau qua AB. 
 Hai ®iÓm A, B ®−îc coi lµ thuéc quü tÝch. 

 Khi α = 90o th× hai cung AmB vµ Am'B lµ hai nöa ®−êng trßn ®−êng 
kÝnh AB. Nh− vËy ta cã : Quü tÝch c¸c ®iÓm nh×n ®o¹n th¼ng AB cho 
tr−íc d−íi mét gãc vu«ng lµ ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB. 
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 Trong h×nh 41, AmB  lµ cung chøa gãc α th× AnB  lµ cung chøa gãc 
180o − α. 
2) C¸ch vÏ cung chøa gãc α. (Xem h×nh 40a, b). 

− VÏ ®−êng trung trùc d cña ®o¹n th¼ng AB. 

− VÏ tia Ax t¹o víi AB gãc α. 

− VÏ ®−êng th¼ng  Ay vu«ng gãc víi Ax. Gäi O lµ giao ®iÓm cña Ay víi d. 

− VÏ cung AmB, t©m O, b¸n kÝnh OA sao cho cung nµy n»m ë nöa mÆt 
ph¼ng bê AB kh«ng chøa tia Ax.  

AmB  ®−îc vÏ nh− trªn lµ mét cung chøa gãc α. 

2.  C¸ch gi¶i bµi to¸n quü tÝch 
Muèn chøng minh quü tÝch (tËp hîp) c¸c ®iÓm M tho¶ m·n tÝnh chÊt T lµ 

mét h×nh H nµo ®ã, ta ph¶i chøng minh hai phÇn : 

PhÇn thuËn : Mäi ®iÓm cã tÝnh chÊt T ®Òu thuéc h×nh H. 

PhÇn ®¶o : Mäi ®iÓm thuéc h×nh H ®Òu cã tÝnh chÊt T. 

KÕt luËn : Quü tÝch (hay tËp hîp) c¸c ®iÓm M cã tÝnh chÊt T lµ h×nh H. 

(Th«ng th−êng víi bµi to¸n "T×m quü tÝch..." ta nªn dù ®o¸n h×nh H tr−íc 
khi chøng minh). 

Bµi tËp 

44. Cho tam gi¸c ABC vu«ng ë A, cã c¹nh BC cè ®Þnh. Gäi I lµ giao ®iÓm cña 

ba ®−êng ph©n gi¸c trong. T×m quü tÝch ®iÓm I khi A thay ®æi. 

45. Cho c¸c h×nh thoi ABCD cã c¹nh AB cè ®Þnh. T×m quü tÝch giao ®iÓm O cña 

hai ®−êng chÐo cña c¸c h×nh thoi ®ã. 

46. Dùng mét cung chøa gãc 55o trªn ®o¹n th¼ng AB = 3 cm. 

47. Gäi cung chøa gãc 55o ë bµi tËp 46 lµ AmB . LÊy ®iÓm M1 n»m bªn trong vµ 

®iÓm M2 n»m bªn ngoµi ®−êng trßn chøa cung nµy sao cho M1, M2 vµ cung 

AmB n»m cïng mét phÝa ®èi víi ®−êng th¼ng AB. Chøng minh r»ng : 

a) o
1AM B 55>  ;   b) o

2AM B 55< . 
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LuyÖn tËp 

48. Cho hai ®iÓm A, B cè ®Þnh. Tõ A vÏ c¸c tiÕp tuyÕn víi c¸c ®−êng trßn t©m B 
cã b¸n kÝnh kh«ng lín h¬n AB. T×m quü tÝch c¸c tiÕp ®iÓm. 

49. Dùng tam gi¸c ABC, biÕt BC = 6 cm, oA 40= vµ ®−êng cao AH = 4 cm. 

50. Cho ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB cè ®Þnh, M lµ mét ®iÓm ch¹y trªn ®−êng trßn. 
Trªn tia ®èi cña tia MA lÊy ®iÓm I sao cho MI = 2MB. 

a) Chøng minh AIB  kh«ng ®æi.        

b) T×m tËp hîp c¸c ®iÓm I nãi trªn. 

51. Cho I, O lÇn l−ît lµ t©m ®−êng trßn néi tiÕp, t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam 

gi¸c ABC víi oA 60= . Gäi H lµ giao ®iÓm cña c¸c ®−êng cao BB' vµ CC'. 

Chøng minh c¸c ®iÓm B, C, O, H, I cïng thuéc mét ®−êng trßn. 

52. "Gãc sót" cña qu¶ ph¹t ®Òn 11 mÐt lµ bao nhiªu ®é ? BiÕt r»ng chiÒu réng 
cÇu m«n lµ 7,32 m. H·y chØ ra hai vÞ trÝ kh¸c trªn s©n cã cïng "gãc sót" nh− 
qu¶ ph¹t ®Òn 11 mÐt. 

§7. Tø gi¸c néi tiÕp 

Ta lu«n vÏ ®−îc mét ®−êng trßn ®i qua c¸c ®Ønh cña mét 
tam gi¸c. Ph¶i ch¨ng ta còng lµm ®−îc nh− vËy ®èi víi 
mét tø gi¸c ? 

1.  Kh¸i niÖm tø gi¸c néi tiÕp 

a) VÏ mét ®−êng trßn t©m O råi vÏ mét tø gi¸c cã tÊt c¶ c¸c ®Ønh n»m 
trªn ®−êng trßn ®ã. 

b) VÏ mét ®−êng trßn t©m I råi vÏ mét tø gi¸c cã ba ®Ønh n»m trªn ®−êng 
trßn ®ã cßn ®Ønh thø t− th× kh«ng. 

§Þnh nghÜa. Mét tø gi¸c cã bèn ®Ønh n»m trªn mét ®−êng trßn ®−îc 
gäi lµ tø gi¸c néi tiÕp ®−êng trßn (gäi t¾t lµ tø gi¸c néi tiÕp). 

VÝ dô. Tø gi¸c ABCD lµ tø gi¸c néi tiÕp (h. 43). Tø gi¸c MNPQ kh«ng lµ 
tø gi¸c néi tiÕp (h. 44). 

?1 
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ë h×nh 44, kh«ng thÓ cã mét ®−êng trßn nµo ®i qua c¶ bèn ®Ønh M, N, P, Q. 

 

 

 

 

 
 
 

 

2.  §Þnh lÝ 

Trong mét tø gi¸c néi tiÕp, tæng sè ®o hai gãc ®èi nhau b»ng 180o. 

Xem h×nh 45. H·y chøng minh ®Þnh lÝ trªn. 

H−íng dÉn. Céng sè ®o cña hai cung cïng c¨ng 
mét d©y. 

3.  §Þnh lÝ ®¶o  

NÕu mét tø gi¸c cã tæng sè ®o hai gãc ®èi nhau b»ng 180o th× tø 
gi¸c ®ã néi tiÕp ®−îc ®−êng trßn. 

Chøng minh 

Gi¶ sö tø gi¸c ABCD cã oB D 180 .+ =  
Ta vÏ ®−êng trßn t©m O qua A, B, C (bao giê còng 
vÏ ®−îc ®−êng trßn nh− vËy v× ba ®iÓm A, B, C 
kh«ng th¼ng hµng). Hai ®iÓm A vµ C chia ®−êng 
trßn (O) thµnh hai cung ABC vµ AmC, trong ®ã 

AmC  lµ cung chøa gãc ( o180 B− ) dùng trªn ®o¹n 
th¼ng AC. MÆt kh¸c, tõ gi¶ thiÕt suy ra 

oD 180 B= − . VËy ®iÓm D n»m trªn cung AmC 
nãi trªn. Tøc lµ tø gi¸c ABCD cã c¶ bèn ®Ønh n»m 
trªn ®−êng trßn (O) (h. 46). 

?2 

H×nh 46 

.

B

A

O C

D
m

H×nh 43         H×nh 44  

.

B

A O

C

D

..

M

Q

P

I I

N

M

a) b)

Q

P

N

H×nh 45 

A

O
B

D

C

.



 89 

Bµi tËp 

53. BiÕt ABCD lµ tø gi¸c néi tiÕp. H·y ®iÒn vµo « trèng trong b¶ng sau (nÕu cã thÓ) : 

Tr−êng hîp 

     Gãc 
1) 2) 3) 4) 5) 6) 

A  80o  60o   95o 

B  70o   40o 65o  

C   105o   74o  

D   75o    98o 

54. Tø gi¸c ABCD cã oABC ADC 180+ = . Chøng minh r»ng c¸c ®−êng 
trung trùc cña AC, BD, AB cïng ®i qua mét ®iÓm. 

55. Cho ABCD lµ mét tø gi¸c néi tiÕp ®−êng trßn t©m M, biÕt oDAB 80= , 

= oDAM 30 , oBMC 70= . 

H·y tÝnh sè ®o c¸c gãc MAB, BCM, AMB, DMC, AMD, MCD  vµ BCD.  

LuyÖn tËp 

56. Xem h×nh 47. H·y t×m sè ®o c¸c gãc cña tø gi¸c ABCD. 

 
 

 

 

 

 

 

 
H×nh 47 

57. Trong c¸c h×nh sau, h×nh nµo néi tiÕp ®−îc trong mét ®−êng trßn : 

H×nh b×nh hµnh, h×nh ch÷ nhËt, h×nh vu«ng, h×nh thang, h×nh thang 
vu«ng, h×nh thang c©n ? V× sao ? 

20
o

40
o

E  

B

A
O

C

D

F

.
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58. Cho tam gi¸c ®Òu ABC. Trªn nöa mÆt ph¼ng bê BC kh«ng chøa ®Ønh A, lÊy 

®iÓm D sao cho DB = DC vµ 
1

DCB ACB
2

= . 

a) Chøng minh ABDC lµ tø gi¸c néi tiÕp. 

b) X¸c ®Þnh t©m cña ®−êng trßn ®i qua 
bèn ®iÓm A, B, D, C. 

59. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD. §−êng trßn 
®i qua ba ®Ønh A, B, C c¾t ®−êng th¼ng 
CD t¹i P kh¸c C. Chøng minh AP = AD. 

60. Xem h×nh 48. Chøng minh QR // ST. 

H−íng dÉn. XÐt cÆp gãc so le trong 

PST, SRQ . 

 
 

§8. §−êng trßn ngo¹i tiÕp. 
 §−êng trßn néi tiÕp 

Ta ®· biÕt, víi bÊt k× tam gi¸c nµo còng cã mét ®−êng 
trßn ngo¹i tiÕp vµ mét ®−êng trßn néi tiÕp. 
Cßn víi ®a gi¸c th× sao ? 

1.  §Þnh nghÜa 

Xem h×nh 49. Ta nãi ®−êng trßn (O ; R) 
lµ ®−êng trßn ngo¹i tiÕp h×nh vu«ng 
ABCD vµ ABCD lµ h×nh vu«ng néi tiÕp 
®−êng trßn (O ; R). 

§−êng trßn (O ; r) lµ ®−êng trßn néi 
tiÕp h×nh vu«ng ABCD vµ ABCD lµ 
h×nh vu«ng ngo¹i tiÕp ®−êng trßn (O ; r). 

H×nh 49. Hai ®−êng trßn ®ång t©m 

(O ; R) vµ (O ; r) víi 
R 2 .r

2
=  

A B

CD

O
R

r

H×nh 48 

Q

S

T
P

I
R
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§Þnh nghÜa 

1) §−êng trßn ®i qua tÊt c¶ c¸c ®Ønh cña mét ®a gi¸c ®−îc gäi lµ 
®−êng trßn ngo¹i tiÕp ®a gi¸c vµ ®a gi¸c ®−îc gäi lµ ®a gi¸c néi 
tiÕp ®−êng trßn. 

2) §−êng trßn tiÕp xóc víi tÊt c¶ c¸c c¹nh cña mét ®a gi¸c ®−îc gäi 
lµ ®−êng trßn néi tiÕp ®a gi¸c vµ ®a gi¸c ®−îc gäi lµ ®a gi¸c ngo¹i 
tiÕp ®−êng trßn. 

 

a) VÏ ®−êng trßn t©m O b¸n kÝnh R = 2 cm. 

b) VÏ mét lôc gi¸c ®Òu ABCDEF cã tÊt c¶ c¸c ®Ønh n»m trªn ®−êng trßn (O). 

c) V× sao t©m O c¸ch ®Òu c¸c c¹nh cña lôc gi¸c ®Òu ? Gäi kho¶ng c¸ch 
nµy lµ r. 

d) VÏ ®−êng trßn (O ; r). 

2.  §Þnh lÝ 

BÊt k× ®a gi¸c ®Òu nµo còng cã mét vµ chØ mét ®−êng trßn ngo¹i 
tiÕp, cã mét vµ chØ mét ®−êng trßn néi tiÕp. 

(Kh«ng yªu cÇu häc sinh chøng minh ®Þnh lÝ nµy). 

Trong ®a gi¸c ®Òu, t©m cña ®−êng trßn ngo¹i tiÕp trïng víi t©m cña 
®−êng trßn néi tiÕp vµ ®−îc gäi lµ t©m cña ®a gi¸c ®Òu. 
 

Bµi tËp 

61. a) VÏ ®−êng trßn t©m O, b¸n kÝnh 2 cm. 

b) VÏ h×nh vu«ng néi tiÕp ®−êng trßn (O) ë c©u a). 

c) TÝnh b¸n kÝnh r cña ®−êng trßn néi tiÕp h×nh vu«ng ë c©u b) råi vÏ ®−êng 
trßn (O ; r). 

62. a) VÏ tam gi¸c ®Òu ABC c¹nh a = 3 cm. 

b) VÏ tiÕp ®−êng trßn (O ; R) ngo¹i tiÕp tam gi¸c ®Òu ABC. TÝnh R. 

c) VÏ tiÕp ®−êng trßn (O ; r) néi tiÕp tam gi¸c ®Òu ABC. TÝnh r. 

d) VÏ tiÕp tam gi¸c ®Òu IJK ngo¹i tiÕp ®−êng trßn (O ; R). 

? 
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63. VÏ h×nh lôc gi¸c ®Òu, h×nh vu«ng, tam gi¸c ®Òu cïng néi tiÕp ®−êng trßn 
(O ; R) råi tÝnh c¹nh cña c¸c h×nh ®ã theo R. 

64. Trªn ®−êng trßn b¸n kÝnh R lÇn l−ît ®Æt theo cïng mét chiÒu, kÓ tõ ®iÓm A, 

ba cung AB, BC, CD sao cho s® oAB 60 ,= s® oBC 90=  vµ s® oCD 120= . 

a) Tø gi¸c ABCD lµ h×nh g× ? 

b) Chøng minh r»ng hai ®−êng chÐo cña tø gi¸c ABCD vu«ng gãc víi nhau. 

c) TÝnh ®é dµi c¸c c¹nh cña tø gi¸c ABCD theo R. 

§9. §é dµi ®−êng trßn, cung trßn 

Nãi : "§é dµi ®−êng trßn b»ng ba lÇn ®−êng kÝnh 
cña nã" th× ®óng hay sai ? 

1.  C«ng thøc tÝnh ®é dµi ®−êng trßn 

"§é dµi ®−êng trßn" (cßn gäi lµ "chu vi h×nh trßn") ®−îc kÝ hiÖu lµ C. 

§é dµi C cña mét ®−êng trßn b¸n kÝnh R (h. 50) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

C = 2πR. 

NÕu gäi d lµ ®−êng kÝnh ®−êng trßn (d = 2R) th×  

C = πd. 

π (®äc lµ "pi") lµ kÝ hiÖu cña mét sè v« tØ mµ gi¸ 
trÞ gÇn ®óng th−êng ®−îc lÊy lµ π ≈ 3,14. 

Em h·y t×m l¹i sè π b»ng c¸ch sau : 

VËt liÖu : TÊm b×a, kÐo, compa, th−íc cã chia 
kho¶ng, sîi chØ. 

a) VÏ trªn b×a n¨m ®−êng trßn t©m 1 2 3 4 5O , O , O , O , O  cã b¸n kÝnh  

kh¸c nhau. 
b) C¾t ra thµnh n¨m h×nh trßn. 
c) §o chu vi n¨m h×nh trßn ®ã b»ng sîi chØ (cµng chÝnh x¸c cµng tèt). 

?1 

H×nh 50 

O
R

d.
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d) §iÒn vµo b¶ng sau (®¬n vÞ ®é dµi : cm) : 

§−êng trßn 1(O ) 2(O ) 3(O ) 4(O )  5(O )  

§−êng kÝnh d      

§é dµi C cña ®−êng trßn      

C
d

      

e) Nªu nhËn xÐt. 

2.  C«ng thøc tÝnh ®é dµi cung trßn 

H·y ®iÒn biÓu thøc thÝch hîp vµo c¸c chç trèng (...) 
trong d·y lËp luËn sau : 

§−êng trßn b¸n kÝnh R (øng víi cung o360 ) cã ®é  
dµi lµ .... 

VËy cung o1 ,  b¸n kÝnh R cã ®é dµi lµ 
2 R

...
360
π

= . 

Suy ra cung on ,  b¸n kÝnh R cã ®é dµi lµ ... 

 Trªn ®−êng trßn b¸n kÝnh R, ®é dµi l cña mét cung on  (h.51) ®−îc tÝnh 
theo c«ng thøc : 

     
Rn .

180
π

=l  

 
 

Cã thÓ em ch−a biÕt ? 

 

?2 

H×nh 51 

l

O R

no

Ai CËp 
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 Sè π 
• Tõ mÊy ngh×n n¨m tr−íc C«ng nguyªn, con ng−êi ®· thÊy r»ng gi÷a ®é dµi 
®−êng trßn vµ ®−êng kÝnh cña nã cã mét c¸i g× ®ã rµng buéc, kh«ng ®æi vµ qua 
nhiÒu lÇn kiÓm nghiÖm trong thùc tÕ, ng−êi x−a ®· thÊy ®−êng trßn dµi gÊp 
kho¶ng ba lÇn ®−êng kÝnh cña nã. 

N¨m 1736, ¥-le dïng π ®Ó biÓu thÞ tØ sè gi÷a ®é dµi ®−êng trßn C vµ ®−êng  
kÝnh d cña nã : 

C

d
= π . 

• Tr¶i qua nhiÒu n¨m trong lÞch sö, ng−êi ta ®· mÊt nhiÒu c«ng søc ®Ó tÝnh gi¸ 
trÞ gÇn ®óng cña π. Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô. 

Ng−êi Ai CËp cæ ®¹i cho r»ng π ≈ 3,16. 

Ng−êi La M· lÊy π ≈ 3,12. 

Ng−êi Ba-bi-lon lÊy  π ≈ ≈
1 .3 3,125
8

 

¸c-si-mÐt tÝnh ®−îc  π ≈
1 .3
7

 

Tr−¬ng Hµnh, ng−êi Trung Quèc ë thÕ kØ II lÊy π≈ ≈10 3,162.  Vµo thÕ kØ V, 

T« Xung Chi lÊy π ≈ 3,1415926. 

ë ViÖt Nam, c¸c cô ta dïng quy t¾c "qu©n b¸t, ph¸t tam, tån ngò, qu©n nhÞ", 

theo ®ã   π ≈ =
16

3,2.
5

 

Vµo thÕ kØ XVI, nhµ to¸n häc §øc Ru-®«n-ph¬ tÝnh ®−îc sè π víi 35 ch÷ sè thËp 
ph©n vµ «ng ®Ò nghÞ kh¾c gi¸ trÞ nµy lªn mé cña «ng. 

N¨m 1767, L¨m-be (nhµ to¸n häc §øc) chøng minh ®−îc π lµ sè v« tØ. 

N¨m 1882, Lin-®¬-man (nhµ to¸n häc §øc) chøng minh ®−îc π lµ sè siªu viÖt, 
nghÜa lµ nã kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña mét ®a thøc kh¸c kh«ng víi hÖ sè h÷u tØ. 

N¨m 1973, ë Ph¸p, b»ng m¸y tÝnh ®iÖn tö, ng−êi ta ®· tÝnh gÇn ®óng sè π víi 
mét triÖu ch÷ sè thËp ph©n. N¨m 1989, còng b»ng m¸y tÝnh ®iÖn tö, ng−êi ta ®· 
tÝnh ®−îc gi¸ trÞ gÇn ®óng cña π víi 4 tØ ch÷ sè thËp ph©n. 

Bµi tËp 
65. LÊy gi¸ trÞ gÇn ®óng cña π lµ 3,14, h·y ®iÒn vµo c¸c « trèng trong b¶ng sau  

 (®¬n vÞ ®é dµi : cm, lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai) : 

B¸n kÝnh R cña ®−êng trßn 10  3    

§−êng kÝnh d cña ®−êng trßn  10  3   

§é dµi C cña ®−êng trßn     20 25,12 
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66. a) TÝnh ®é dµi cung o60  cña mét ®−êng trßn cã b¸n kÝnh 2 dm. 

b) TÝnh chu vi vµnh xe ®¹p cã ®−êng kÝnh 650 mm. 

67. LÊy gi¸ trÞ gÇn ®óng cña π lµ 3,14, h·y ®iÒn vµo « trèng trong b¶ng sau (lµm 
trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø nhÊt vµ ®Õn ®é) : 

B¸n kÝnh R cña ®−êng trßn 10 cm  21 cm 6,2 cm  

Sè ®o no cña cung trßn o90  o50   o41  o25  

§é dµi l cña cung trßn  35,6 cm 20,8 cm  9,2 cm 

68. Cho ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng sao cho B n»m 
gi÷a A vµ C. Chøng minh r»ng ®é dµi cña nöa 
®−êng trßn ®−êng kÝnh AC b»ng tæng c¸c ®é dµi 
cña hai nöa ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB vµ BC. 

69. M¸y kÐo n«ng nghiÖp cã hai b¸nh sau to h¬n hai 
b¸nh tr−íc. Khi b¬m c¨ng, b¸nh xe sau cã ®−êng 
kÝnh lµ 1,672 m vµ b¸nh xe tr−íc cã ®−êng kÝnh lµ 88 cm. Hái khi b¸nh xe sau 
l¨n ®−îc 10 vßng th× b¸nh xe tr−íc l¨n ®−îc mÊy vßng ? 

 
LuyÖn tËp 

70. VÏ l¹i ba h×nh (t¹o bëi c¸c cung trßn) d−íi ®©y vµ tÝnh chu vi mçi h×nh (cã 
g¹ch chÐo) : 

 
 
 

 

 

 

 

       H×nh 52              H×nh 53            H×nh 54 
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71. VÏ l¹i h×nh t¹o bëi c¸c cung trßn d−íi ®©y víi t©m lÇn l−ît lµ B, C, D, A theo 
®óng kÝch th−íc ®· cho (c¹nh h×nh vu«ng ABCD dµi 1 cm). Nªu c¸ch vÏ 
®−êng xo¾n AEFGH. TÝnh ®é dµi ®−êng xo¾n ®ã. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

72. B¸nh xe cña mét rßng räc cã chu vi lµ 
540 mm. D©y cua-roa bao b¸nh xe theo 
cung AB cã ®é dµi 200 mm. TÝnh gãc 
AOB (h. 56). 

73. §−êng trßn lín cña Tr¸i §Êt dµi 
kho¶ng 40 000 km. TÝnh b¸n kÝnh  
Tr¸i §Êt. 

74. VÜ ®é cña Hµ Néi lµ o20 01 ' . Mçi vßng kinh tuyÕn cña Tr¸i §Êt dµi kho¶ng  
40 000 km. TÝnh ®é dµi cung kinh tuyÕn tõ Hµ Néi ®Õn xÝch ®¹o. 

75. Cho ®−êng trßn (O), b¸n kÝnh OM. VÏ ®−êng trßn t©m O', 
®−êng kÝnh OM. Mét b¸n kÝnh OA cña ®−êng trßn (O) c¾t 
®−êng trßn (O') ë B. 

Chøng minh MA  vµ MB  cã ®é dµi b»ng nhau. 

76. Xem h×nh 57 vµ so s¸nh ®é dµi cña cung AmB víi ®é dµi ®−êng 
gÊp khóc AOB. 

 

 H×nh 56 

A B

O

H×nh 55

H A B

E

D C
F

G

H×nh 57 

A

B

O120

m
o
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§10. DiÖn tÝch h×nh trßn, h×nh qu¹t trßn 

Khi b¸n kÝnh t¨ng gÊp ®«i th× diÖn tÝch h×nh trßn 
 cã t¨ng gÊp ®«i kh«ng ? 

1. C«ng thøc tÝnh diÖn tÝch h×nh trßn 

DiÖn tÝch S cña mét h×nh trßn b¸n kÝnh 
R (h. 58) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc  

 

S = 2Rπ . 

 

2. C¸ch tÝnh diÖn tÝch h×nh qu¹t trßn 

H×nh qu¹t trßn lµ mét phÇn h×nh trßn 
giíi h¹n bëi mét cung trßn vµ hai b¸n 
kÝnh ®i qua hai mót cña cung ®ã. 

ë h×nh 59, ta cã h×nh qu¹t trßn OAB, 

t©m O, b¸n kÝnh R, cung no. 

 

H·y ®iÒn biÓu thøc thÝch hîp vµo c¸c chç trèng (...) trong d·y lËp  
luËn sau : 

H×nh trßn b¸n kÝnh R (øng víi cung o360 ) cã diÖn tÝch lµ ... . 

VËy h×nh qu¹t trßn b¸n kÝnh R, cung 1o cã diÖn tÝch lµ ... . 

H×nh qu¹t trßn b¸n kÝnh R, cung no cã diÖn tÝch S =  ... . 

BiÓu thøc 
2R n

360
π

 cßn cã thÓ viÕt lµ 
Rn R. ,

180 2
π

 nh−ng 
Rn

180
π

 chÝnh lµ ®é 

dµi l cña cung no cña h×nh qu¹t trßn. VËy 
R

S .
2

=
l

 

? 

H×nh 59 

o
O

R

n

H×nh 58 

R

S = πR

O

2
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Nh− vËy, diÖn tÝch h×nh qu¹t trßn b¸n kÝnh R, cung on  ®−îc tÝnh theo 
c«ng thøc  

2R n
S

360
π

=  hay S = 
R
2
l

 

(l lµ ®é dµi cung on  cña h×nh qu¹t trßn). 

Bµi tËp 

77. TÝnh diÖn tÝch h×nh trßn néi tiÕp mét h×nh vu«ng cã c¹nh lµ 4 cm. 

78. Ch©n mét ®èng c¸t ®æ trªn mét nÒn ph¼ng n»m ngang lµ mét h×nh trßn  
cã chu vi 12 m. Hái ch©n ®èng c¸t ®ã chiÕm mét diÖn tÝch lµ bao nhiªu 
mÐt vu«ng ? 

79. TÝnh diÖn tÝch mét h×nh qu¹t trßn cã b¸n kÝnh 6 cm, sè ®o cung lµ o36 .  

80. Mét v−ên cá h×nh ch÷ nhËt ABCD cã AB = 40 m, AD = 30 m. 

Ng−êi ta muèn buéc hai con dª ë hai gãc v−ên A, B. Cã hai c¸ch buéc : 

 Mçi d©y thõng dµi 20 m. 

 Mét d©y thõng dµi 30 m vµ d©y thõng kia dµi 10 m. 

Hái víi c¸ch buéc nµo th× diÖn tÝch cá mµ c¶ hai con dª cã thÓ ¨n ®−îc sÏ 
lín h¬n (h. 60)? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 60

A
B

CD
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81. DiÖn tÝch h×nh trßn sÏ thay 

®æi thÕ nµo nÕu :  

a) B¸n kÝnh t¨ng gÊp ®«i ? 

b) B¸n kÝnh t¨ng gÊp ba ? 

c) B¸n kÝnh t¨ng k lÇn (k > 1) ? 

 
 

82. §iÒn vµo « trèng trong b¶ng sau (lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n  
thø nhÊt) : 

B¸n kÝnh 
®−êng trßn

(R) 

§é dµi 
®−êng trßn 

(C) 

DiÖn tÝch 
h×nh trßn 

(S) 

Sè ®o cña 
cung trßn 

o(n )  

DiÖn tÝch 
h×nh qu¹t trßn 

cung on  

 13,2 cm  o47,5   

2,5 cm    12,50 2cm  

  37,80 2cm   10,60 2cm  

LuyÖn tËp 

83. a) VÏ h×nh 62 (t¹o bëi c¸c cung trßn) 
víi HI = 10 cm vµ HO = BI = 2 cm. 
Nªu c¸ch vÏ. 

b) TÝnh diÖn tÝch h×nh HOABINH 
(miÒn g¹ch säc). 

c) Chøng tá r»ng h×nh trßn ®−êng 
kÝnh NA cã cïng diÖn tÝch víi h×nh  
HOABINH ®ã. 
 

84. a) VÏ l¹i h×nh t¹o bëi c¸c cung trßn 
xuÊt ph¸t tõ ®Ønh C cña tam gi¸c 
®Òu ABC c¹nh 1 cm. Nªu c¸ch vÏ 
(h. 63). 

b) TÝnh diÖn tÝch miÒn g¹ch säc. 

H×nh 61

S = ?

k.
R

R

S = πR

.
..

a) b)

2

IBO

A

H

N

H×nh 62 

H×nh 63 
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85. H×nh viªn ph©n lµ phÇn h×nh trßn giíi h¹n bëi mét cung vµ d©y c¨ng cung 

Êy. H·y tÝnh diÖn tÝch h×nh viªn ph©n AmB, biÕt gãc ë t©m oAOB 60=  vµ 
b¸n kÝnh ®−êng trßn lµ 5,1 cm (h. 64). 
 

 

 

 

 
 

H×nh 64      H×nh 65 

86. H×nh vµnh kh¨n lµ phÇn h×nh trßn n»m gi÷a hai ®−êng trßn ®ång t©m (h. 65). 
a) TÝnh diÖn tÝch S cña h×nh vµnh kh¨n theo 1R  vµ 2R  (gi¶ sö 1 2R R> ). 

b) TÝnh diÖn tÝch h×nh vµnh kh¨n khi 1R  = 10,5 cm, 2R 7,8 cm.=  

87. LÊy c¹nh BC cña mét tam gi¸c ®Òu lµm ®−êng kÝnh, vÏ mét nöa ®−êng trßn 
vÒ cïng mét phÝa víi tam gi¸c Êy ®èi víi ®−êng th¼ng BC. Cho biÕt c¹nh  
BC = a, h·y tÝnh diÖn tÝch cña hai h×nh viªn ph©n ®−îc t¹o thµnh. 

¤n tËp ch−¬ng III 

C©u hái 

1.  Gãc ë t©m lµ g× ? 

2.  Gãc néi tiÕp lµ g× ? 

3.  Gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung lµ g× ? 

4.  Tø gi¸c néi tiÕp lµ g× ? 

5.  Víi ba ®iÓm A, B, C thuéc mét ®−êng trßn, khi nµo th×  

    s®AB s®AC s®CB= +  ? 

6.  Ph¸t biÓu c¸c ®Þnh lÝ vÒ mèi quan hÖ gi÷a cung nhá vµ d©y c¨ng cung  ®ã 
trong mét ®−êng trßn. 

7.  Ph¸t biÓu ®Þnh lÝ vµ hÖ qu¶ vÒ c¸c gãc néi tiÕp cïng ch¾n mét cung. 

8.  Ph¸t biÓu ®Þnh lÝ vÒ gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung. 

9.  Ph¸t biÓu quü tÝch cung chøa gãc. 

10.  Ph¸t biÓu ®iÒu kiÖn ®Ó mét tø gi¸c néi tiÕp ®−îc ®−êng trßn. 

o

B

A m

O

60
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11.  Ph¸t biÓu mét sè dÊu hiÖu nhËn biÕt tø gi¸c néi tiÕp. 

12.  Ph¸t biÓu ®Þnh lÝ vÒ ®−êng trßn ngo¹i tiÕp vµ ®−êng trßn néi tiÕp cña ®a 
gi¸c ®Òu. 

13.  Nªu c¸ch tÝnh sè ®o cung nhá, cung lín. 

14.  Nªu c¸ch tÝnh sè ®o cña gãc néi tiÕp theo sè ®o cña cung bÞ ch¾n. 

15.  Nªu c¸ch tÝnh sè ®o cña gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung theo sè ®o 
cña cung bÞ ch¾n. 

16.  Nªu c¸ch tÝnh sè ®o cña gãc cã ®Ønh ë bªn trong ®−êng trßn theo sè ®o 
cña c¸c cung bÞ ch¾n. 

17.  Nªu c¸ch tÝnh sè ®o cña gãc cã ®Ønh ë bªn ngoµi ®−êng trßn theo sè ®o 
cña c¸c cung bÞ ch¾n. 

18.  Nªu c¸ch tÝnh ®é dµi cung no cña h×nh qu¹t trßn b¸n kÝnh R. 

19.  Nªu c¸ch tÝnh diÖn tÝch h×nh qu¹t trßn b¸n kÝnh R, cung no. 

Tãm t¾t c¸c kiÕn thøc cÇn nhí 
C¸c ®Þnh nghÜa 

1.  Gãc ë t©m lµ gãc cã ®Ønh trïng víi t©m ®−êng trßn. 

2.  a) Sè ®o cña cung nhá b»ng sè ®o cña gãc ë t©m ch¾n cung ®ã. 

 b) Sè ®o cña cung lín b»ng hiÖu gi÷a o360  vµ sè ®o cña cung nhá  
(cã chung hai mót víi cung lín). 

 c) Sè ®o cña nöa ®−êng trßn b»ng o180 . 

3.  Gãc néi tiÕp lµ gãc cã ®Ønh n»m trªn ®−êng trßn vµ hai c¹nh chøa hai 
d©y cung cña ®−êng trßn ®ã. 

4.  Gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung lµ gãc cã ®Ønh t¹i tiÕp ®iÓm, 
mét c¹nh lµ tia tiÕp tuyÕn vµ c¹nh kia chøa d©y cung. 

5.  Tø gi¸c néi tiÕp ®−êng trßn lµ tø gi¸c cã bèn ®Ønh n»m trªn mét 
®−êng trßn. 

6. §−êng trßn ®i qua tÊt c¶ c¸c ®Ønh cña mét ®a gi¸c ®−îc gäi lµ 
®−êng trßn ngo¹i tiÕp ®a gi¸c vµ ®a gi¸c ®−îc gäi lµ ®a gi¸c néi 
tiÕp ®−êng trßn. 

7.  §−êng trßn tiÕp xóc víi tÊt c¶ c¸c c¹nh cña mét ®a gi¸c ®−îc gäi 
lµ ®−êng trßn néi tiÕp ®a gi¸c vµ ®a gi¸c ®−îc gäi lµ ®a gi¸c ngo¹i 
tiÕp ®−êng trßn. 
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C¸c ®Þnh lÝ 

1.  NÕu C lµ ®iÓm n»m trªn cung AB th× s® AB  = s® AC  + s® CB . 

2.  Víi hai cung nhá trong mét ®−êng trßn, hai cung b»ng nhau c¨ng hai 
d©y b»ng nhau vµ ng−îc l¹i. 

3.  Víi hai cung nhá trong mét ®−êng trßn, cung lín h¬n c¨ng d©y lín 
h¬n vµ ng−îc l¹i. 

4.  Trong mét ®−êng trßn, hai cung bÞ ch¾n gi÷a hai d©y song song th× 
b»ng nhau. 

5.  Trong mét ®−êng trßn, ®−êng kÝnh ®i qua ®iÓm chÝnh gi÷a cña mét 
cung th× ®i qua trung ®iÓm cña d©y c¨ng cung Êy. 

6.  Trong mét ®−êng trßn, ®−êng kÝnh ®i qua trung ®iÓm cña mét d©y 
cung (kh«ng ph¶i lµ ®−êng kÝnh) th× chia cung c¨ng d©y Êy thµnh hai 
cung b»ng nhau. 

7. Trong mét ®−êng trßn, ®−êng kÝnh ®i qua ®iÓm chÝnh gi÷a cña mét 
cung th× vu«ng gãc víi d©y c¨ng cung Êy vµ ng−îc l¹i. 

8.  Sè ®o cña gãc néi tiÕp b»ng nöa sè ®o cña cung bÞ ch¾n. 

9.  Sè ®o cña gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung b»ng nöa sè ®o cña 
cung bÞ ch¾n. 

10.  Trong mét ®−êng trßn : 

 a) C¸c gãc néi tiÕp b»ng nhau ch¾n c¸c cung b»ng nhau. 

 b) C¸c gãc néi tiÕp cïng ch¾n mét cung th× b»ng nhau. 

 c) C¸c gãc néi tiÕp ch¾n c¸c cung b»ng nhau th× b»ng nhau. 

 d) Gãc néi tiÕp nhá h¬n hoÆc b»ng 90o cã sè ®o b»ng nöa sè ®o cña 
gãc ë t©m cïng ch¾n mét cung. 

 e) Gãc néi tiÕp ch¾n nöa ®−êng trßn lµ gãc vu«ng vµ ng−îc l¹i, gãc 
vu«ng néi tiÕp th× ch¾n nöa ®−êng trßn. 

 g) Gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung vµ gãc néi tiÕp cïng ch¾n 
mét cung th× b»ng nhau. 

11.  Sè ®o cña gãc cã ®Ønh ë bªn trong ®−êng trßn b»ng nöa tæng sè ®o 
hai cung bÞ ch¾n. 

12.  Sè ®o cña gãc cã ®Ønh ë bªn ngoµi ®−êng trßn b»ng nöa hiÖu sè ®o 
hai cung bÞ ch¾n. 
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13. Quü tÝch (tËp hîp) c¸c ®iÓm nh×n mét ®o¹n th¼ng cho tr−íc d−íi mét 
gãc α kh«ng ®æi lµ hai cung chøa gãc α dùng trªn ®o¹n th¼ng ®ã 

o o(0 180 )< α < . 

14.  Mét tø gi¸c cã tæng sè ®o hai gãc ®èi nhau b»ng 180o th× néi tiÕp 
®−îc ®−êng trßn vµ ng−îc l¹i. 

15.  DÊu hiÖu nhËn biÕt tø gi¸c néi tiÕp : 

 a) Tø gi¸c cã tæng hai gãc ®èi nhau b»ng 180o. 
b) Tø gi¸c cã gãc ngoµi t¹i mét ®Ønh b»ng gãc trong t¹i ®Ønh ®èi cña 

®Ønh ®ã. 
c) Tø gi¸c cã bèn ®Ønh c¸ch ®Òu mét ®iÓm (mµ ta cã thÓ x¸c ®Þnh 

®−îc). §iÓm ®ã lµ t©m cña ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tø gi¸c. 
d) Tø gi¸c cã hai ®Ønh kÒ nhau cïng nh×n c¹nh chøa hai ®Ønh cßn l¹i 

d−íi mét gãc α. 

16. H×nh thang néi tiÕp ®−îc ®−êng trßn lµ h×nh thang c©n vµ ng−îc l¹i. 

17. BÊt k× ®a gi¸c ®Òu nµo còng cã mét vµ chØ mét ®−êng trßn ngo¹i tiÕp, 
cã mét vµ chØ mét ®−êng trßn néi tiÕp. 

18.  Trªn ®−êng trßn b¸n kÝnh R, ®é dµi l cña mét cung no ®−îc tÝnh theo 
c«ng thøc 

Rn .
180
π

=l  

19.  DiÖn tÝch h×nh qu¹t trßn b¸n kÝnh R, cung no ®−îc tÝnh theo c«ng thøc  
2R n

S
360

π
=  hay 

R
S

2
=

l
 

(l lµ ®é dµi cung no cña h×nh qu¹t trßn). 

Bµi tËp 

88. H·y nªu tªn mçi gãc trong c¸c h×nh d−íi ®©y : 
(VÝ dô. Gãc trªn h×nh 66b) lµ gãc néi tiÕp). 
 

 

 

 

 
H×nh 66 

O
O O

O
O. . . .

a) b) c) d) e)    
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89. Trong h×nh 67, cung AmB cã sè ®o lµ 60o. H·y : 

a) VÏ gãc ë t©m ch¾n cung AmB. TÝnh gãc AOB. 
b) VÏ gãc néi tiÕp ®Ønh C ch¾n cung AmB.  
TÝnh gãc ACB. 

c) VÏ gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn Bt vµ d©y cung BA. 
TÝnh gãc ABt. 

d) VÏ gãc ADB cã ®Ønh D ë bªn trong ®−êng trßn. So s¸nh ADB  víi ACB . 

e) VÏ gãc AEB cã ®Ønh E ë bªn ngoµi ®−êng trßn (E vµ C cïng phÝa ®èi víi 

AB). So s¸nh AEB  víi ACB . 

90. a) VÏ h×nh vu«ng c¹nh 4 cm. 

b) VÏ ®−êng trßn ngo¹i tiÕp h×nh vu«ng ®ã. TÝnh b¸n kÝnh R cña ®−êng 
trßn nµy. 

c) VÏ ®−êng trßn néi tiÕp h×nh vu«ng ®ã. TÝnh b¸n kÝnh r cña ®−êng  
trßn nµy. 

91. Trong h×nh 68, ®−êng trßn t©m O cã b¸n kÝnh R = 2 cm. 

AOB  = 75o. 

a) TÝnh s® ApB . 

b) TÝnh ®é dµi hai cung AqB vµ ApB. 

c) TÝnh diÖn tÝch h×nh qu¹t trßn OAqB. 

92. H·y tÝnh diÖn tÝch miÒn g¹ch säc trong c¸c h×nh 69, 70, 
71 (®¬n vÞ ®é dµi : cm). 

 

 

 

 

 
 

   H×nh 69      H×nh 70     H×nh 71 

93. Cã ba b¸nh xe r¨ng c−a A, B, C cïng chuyÓn ®éng ¨n khíp víi nhau.  
Khi mét b¸nh xe quay th× hai b¸nh xe cßn l¹i còng quay theo. B¸nh xe A cã  
60 r¨ng, b¸nh xe B cã 40 r¨ng, b¸nh xe C cã 20 r¨ng. BiÕt b¸n kÝnh b¸nh xe 
C lµ 1 cm. Hái : 

H×nh 67 

O.

A B
m

H×nh 68 

p 2cm

75
q

oO
A

B

1,5

1,5

1,5

1,5

r =1

R
 =

1,
5 80o
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a) Khi b¸nh xe C quay 60 vßng th× b¸nh xe B quay mÊy vßng ? 

b) Khi b¸nh xe A quay 80 vßng th× b¸nh xe B quay mÊy vßng ? 

c) B¸n kÝnh cña c¸c b¸nh xe A vµ B lµ bao nhiªu ? 

94. H·y xem biÓu ®å h×nh qu¹t biÓu diÔn sù ph©n phèi häc sinh cña mét  
tr−êng THCS theo diÖn ngo¹i tró, b¸n tró,  
néi tró (h. 72). H·y tr¶ lêi c¸c c©u hái sau : 

a) Cã ph¶i 
1
2

 sè häc sinh lµ häc sinh ngo¹i 

tró kh«ng ? 

b) Cã ph¶i 
1
3

 sè häc sinh lµ häc sinh b¸n 

tró kh«ng ? 
c) Sè häc sinh néi tró chiÕm bao nhiªu phÇn tr¨m ? 

d) TÝnh sè häc sinh mçi lo¹i, biÕt tæng sè häc sinh lµ 1800 em. 

95. C¸c ®−êng cao h¹ tõ A vµ B cña tam gi¸c ABC c¾t nhau t¹i H (gãc C kh¸c 

90o) vµ c¾t ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC lÇn l−ît t¹i D vµ E. Chøng 
minh r»ng : 

a) CD = CE ;   b) ΔBHD c©n ;   c) CD = CH. 

96. Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp ®−êng trßn (O) vµ tia ph©n gi¸c cña gãc A c¾t 
®−êng trßn t¹i M. VÏ ®−êng cao AH. Chøng minh r»ng : 

a) OM ®i qua trung ®iÓm cña d©y BC ; 

b) AM lµ tia ph©n gi¸c cña gãc OAH. 

97. Cho tam gi¸c ABC vu«ng ë A. Trªn AC lÊy mét ®iÓm M vµ vÏ ®−êng trßn 
®−êng kÝnh MC. KÎ BM c¾t ®−êng trßn t¹i D. §−êng th¼ng DA c¾t ®−êng 
trßn t¹i S. Chøng minh r»ng : 

a) ABCD lµ mét tø gi¸c néi tiÕp ;   b) ABD ACD=  ; 

c) CA lµ tia ph©n gi¸c cña gãc SCB. 

98. Cho ®−êng trßn (O) vµ mét ®iÓm A cè ®Þnh trªn ®−êng trßn. T×m quü tÝch 
c¸c trung ®iÓm M cña d©y AB khi ®iÓm B di ®éng trªn ®−êng trßn ®ã. 

99. Dùng ΔABC, biÕt BC = 6 cm, oBAC 80= , ®−êng cao AH cã ®é dµi lµ 2 cm. 

H×nh 72 

ban

ngoai

noi

.

.tru

tru

tru

^

30o
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Ch−¬ng IV − H×nh trô − h×nh nãn − h×nh cÇu 
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§1. H×nh trô − DiÖn tÝch xung quanh vµ thÓ tÝch cña h×nh trô 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Th¸p trßn ë mét l©u ®µi cæ cho ta h×nh ¶nh h×nh trô. 

1.  H×nh trô  

Khi quay h×nh ch÷ nhËt ABCD mét vßng 
quanh c¹nh CD cè ®Þnh, ta ®−îc mét h×nh 
trô (h. 73). Khi ®ã : 

 DA vµ CB quÐt nªn hai ®¸y cña h×nh 
trô, lµ hai h×nh trßn b»ng nhau n»m trong 
hai mÆt ph¼ng song song, cã t©m D vµ C. 

 C¹nh AB quÐt nªn mÆt xung quanh cña 
h×nh trô, mçi vÞ trÝ cña AB ®−îc gäi lµ 
mét ®−êng sinh. Ch¼ng h¹n EF lµ mét 
®−êng sinh. 

 C¸c ®−êng sinh cña h×nh trô vu«ng gãc 
víi hai mÆt ph¼ng ®¸y. §é dµi ®−êng sinh 
lµ chiÒu cao cña h×nh trô. 

 DC gäi lµ trôc cña h×nh trô. 

Lä gèm ë h×nh 74 cã d¹ng mét h×nh trô. 

Quan s¸t h×nh vµ cho biÕt ®©u lµ ®¸y, 
®©u lµ mÆt xung quanh, ®©u lµ ®−êng 
sinh cña h×nh trô ®ã ? 

?1 

H×nh 73 

A

B C

D

C
B

D A E

F

H×nh 74 
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2.  C¾t h×nh trô bëi mét mÆt ph¼ng 

 Khi c¾t h×nh trô bëi mét mÆt ph¼ng song song víi ®¸y, th× phÇn mÆt 
ph¼ng n»m trong h×nh trô (mÆt c¾t) lµ mét h×nh trßn b»ng h×nh trßn ®¸y 
(h. 75a). 

 Khi c¾t h×nh trô bëi mét mÆt ph¼ng song song víi trôc DC th× mÆt c¾t lµ 
mét h×nh ch÷ nhËt (h. 75b). 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ChiÕc cèc thuû tinh vµ èng nghiÖm ®Òu cã d¹ng h×nh trô (h. 76), ph¶i 
ch¨ng mÆt n−íc trong cèc vµ mÆt n−íc trong èng nghiÖm lµ nh÷ng  
h×nh trßn ? 

3.  DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô 

Tõ mét h×nh trô, c¾t rêi hai ®¸y vµ c¾t däc theo ®−êng sinh AB cña mÆt 
xung quanh råi tr¶i ph¼ng ra, ta ®−îc h×nh khai triÓn mÆt xung quanh cña 
h×nh trô lµ mét h×nh ch÷ nhËt cã mét c¹nh b»ng chu vi h×nh trßn ®¸y, 
c¹nh cßn l¹i b»ng chiÒu cao cña h×nh trô. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 77 

?2 

H×nh 75

a)

b)

D

C

10 cm
10 cm

5 cm

5 cm

5 cm

A

B B

A

2 x π x 5 (cm)

H×nh 76 
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Quan s¸t h×nh 77 vµ ®iÒn sè thÝch hîp vµo c¸c « trèng : 

− ChiÒu dµi cña h×nh ch÷ nhËt b»ng chu vi cña ®¸y h×nh trô vµ b»ng :  (cm). 

− DiÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt  

 .  =  (cm2). 

− DiÖn tÝch mét ®¸y cña h×nh trô  

 . 5 . 5 =  (cm2). 

− Tæng diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt vµ diÖn tÝch hai h×nh trßn ®¸y (diÖn tÝch 
toµn phÇn) cña h×nh trô 

 +  . 2 =  (cm2). 

Tæng qu¸t, víi h×nh trô b¸n kÝnh ®¸y r vµ chiÒu cao h, ta cã : 

 DiÖn tÝch xung quanh  

Sxq= 2πrh.

 DiÖn tÝch toµn phÇn  

Stp = 2πrh + 2πr2. 
 
4.  ThÓ tÝch h×nh trô 

ë líp d−íi, ta ®· biÕt c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch h×nh trô : 

V = Sh = πr2h. 

(S lµ diÖn tÝch ®¸y, h lµ chiÒu cao). 

VÝ dô. C¸c kÝch th−íc cña mét vßng bi cho trªn h×nh 78. H·y tÝnh "thÓ 
tÝch" cña vßng bi (phÇn gi÷a hai h×nh trô). 

Gi¶i. ThÓ tÝch cÇn ph¶i tÝnh b»ng hiÖu c¸c thÓ 

tÝch V2, V1 cña hai h×nh trô cã cïng chiÒu cao 

h vµ b¸n kÝnh c¸c ®−êng trßn ®¸y t−¬ng øng 
lµ a, b. Ta cã  

  V = V2 − V1 = πa2h − πb2h 

       = π(a2 − b2)h. 

?3 

H×nh 78 
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SSSûäûûûaaûûûû

Bµi tËp 

1. H·y ®iÒn thªm c¸c tªn gäi vµo dÊu "..." 

 

 

 

 

 
 

H×nh 79 

2. LÊy mét b¨ng giÊy h×nh ch÷ nhËt ABCD (h. 80). BiÕt AB = 10 cm,  
BC = 4 cm ; d¸n b¨ng giÊy nh− h×nh vÏ (B s¸t víi A vµ C s¸t víi D, kh«ng 
®−îc xo¾n). 

Cã thÓ d¸n b¨ng giÊy ®Ó t¹o nªn mÆt xung quanh cña h×nh trô ®−îc kh«ng ? 

 
 

 

 

 

 

 
H×nh 80 

3. Quan s¸t ba h×nh d−íi ®©y vµ chØ ra chiÒu cao, b¸n kÝnh ®¸y cña mçi h×nh. 

 

 

 

 

a)     b)     c) 

H×nh 81 

4. Mét h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y lµ 7 cm, diÖn tÝch xung quanh b»ng 352 cm2. 
Khi ®ã, chiÒu cao cña h×nh trô lµ : 

1 cm 3 m

7 m
11 cm

8 cm

10 cm
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(A) 3,2 cm ;    (B) 4,6 cm ;   (C) 1,8 cm ;  

(D) 2,1 cm ;    (E) Mét kÕt qu¶ kh¸c. 

H·y chän kÕt qu¶ ®óng. 

5. §iÒn ®ñ c¸c kÕt qu¶ vµo nh÷ng « trèng cña b¶ng sau : 

H×nh 
B¸n kÝnh 

®¸y (cm)

ChiÒu cao 

(cm) 

Chu vi 

®¸y (cm) 

DiÖn tÝch 

®¸y (cm2)

DiÖn tÝch 

xung quanh 

(cm2) 

ThÓ tÝch 

(cm3) 

1 10     

5 4      
 
 
 

 8 4π    

6. ChiÒu cao cña mét h×nh trô b»ng b¸n kÝnh ®−êng trßn ®¸y. DiÖn tÝch xung 

quanh cña h×nh trô lµ 314 cm2. 

H·y tÝnh b¸n kÝnh ®−êng trßn ®¸y vµ thÓ tÝch h×nh trô (lµm trßn kÕt qu¶ 
®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai). 

7. Mét bãng ®Ìn huúnh quang dµi 1,2 m, 
®−êng kÝnh cña ®−êng trßn ®¸y lµ 4 cm, 
®−îc ®Æt khÝt vµo mét èng giÊy cøng 
d¹ng h×nh hép (h. 82). TÝnh diÖn tÝch 
phÇn giÊy cøng dïng ®Ó lµm mét hép. 

(Hép hë hai ®Çu, kh«ng tÝnh lÒ vµ mÐp d¸n). 

 LuyÖn tËp 

8. Cho h×nh ch÷ nhËt ABCD (AB = 2a, BC = a). Quay h×nh ch÷ nhËt ®ã quanh 
AB th× ®−îc h×nh trô cã thÓ tÝch V1 ; quanh BC th× ®−îc h×nh trô cã thÓ tÝch 
V2 . Trong c¸c ®¼ng thøc d−íi ®©y, h·y chän ®¼ng thøc ®óng : 

(A) V1 = V2 ;     (B) V1 = 2V2 ;  (C) V2 = 2V1 ; 

(D) V2 = 3V1 ;     (E) V1 = 3V2. 

H×nh 82 
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12cm 12cm

10cm

10cm

10cm

9. H×nh 83 lµ mét h×nh trô cïng víi h×nh khai triÓn cña nã kÌm theo kÝch th−íc. 

 

 

 

 

 
 

H×nh 83 

H·y ®iÒn vµo c¸c chç ... vµ c¸c « trèng nh÷ng côm tõ hoÆc c¸c sè cÇn thiÕt. 

. . . :    .  . 10 =  (cm2) ; 

. . . :   (2 .  . 10) .  =  (cm2) ; 

. . . :    . 2 +  =  (cm2). 

10. H·y tÝnh :  

 a) DiÖn tÝch xung quanh cña mét h×nh trô cã 
chu vi h×nh trßn ®¸y lµ 13 cm vµ chiÒu cao lµ 3 cm. 

 b) ThÓ tÝch cña h×nh trô cã b¸n kÝnh ®−êng trßn 
®¸y lµ 5 mm vµ chiÒu cao lµ 8 mm. 

11. Ng−êi ta nhÊn ch×m hoµn toµn mét t−îng ®¸ nhá 
vµo mét lä thuû tinh cã n−íc d¹ng h×nh trô (h. 84). 
DiÖn tÝch ®¸y lä thuû tinh lµ 12,8 cm2. N−íc trong 
lä d©ng lªn thªm 8,5 mm. Hái thÓ tÝch cña t−îng 
®¸ lµ bao nhiªu ? 

12. §iÒn ®ñ c¸c kÕt qu¶ vµo nh÷ng « trèng cña b¶ng sau : 

H×nh 
B¸n kÝnh 

®¸y 
§−êng kÝnh

®¸y 
ChiÒu 

cao 
Chu vi 

®¸y 

DiÖn 
tÝch 
®¸y

DiÖn tÝch 
xung 
quanh 

ThÓ 
tÝch 

25 mm  7 cm     

 6 cm 1 m     

 5 cm      1 l 

H×nh 84 
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13. Mét tÊm kim lo¹i ®−îc khoan thñng bèn lç nh− h×nh 85 (lç khoan d¹ng  
h×nh trô), tÊm kim lo¹i dµy 2 cm, ®¸y cña nã lµ h×nh vu«ng cã c¹nh lµ 5 cm. 
§−êng kÝnh cña mòi khoan lµ 8 mm. Hái thÓ tÝch phÇn cßn l¹i cña tÊm kim 
lo¹i lµ bao nhiªu ? 

 

 
 

 

 

 

H×nh 85       H×nh 86 

14. §−êng èng nèi hai bÓ c¸ trong mét thuû cung ë miÒn nam n−íc Ph¸p cã 
d¹ng mét h×nh trô, ®é dµi cña ®−êng èng lµ 30 m (h. 86). Dung tÝch cña 
®−êng èng nãi trªn lµ 1 800 000 lÝt. 

TÝnh diÖn tÝch ®¸y cña ®−êng èng. 

 

§2. H×nh nãn − H×nh nãn côt − DiÖn tÝch xung quanh 
vµ thÓ tÝch cña h×nh nãn, h×nh nãn côt 

 

 

 

 

 

 
 
 

     C¸i qu¹t     Hoa tai   Gèi tùa ®Çu (cña ghÕ trªn « t«) 

 

30 m

3
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1.  H×nh nãn 
Khi quay tam gi¸c vu«ng 
AOC mét vßng quanh c¹nh 
gãc vu«ng OA cè ®Þnh th× 
®−îc mét h×nh nãn (h. 87). 
Khi ®ã : 

 C¹nh OC quÐt nªn ®¸y 
cña h×nh nãn, lµ mét h×nh 
trßn t©m O. 

 C¹nh AC quÐt nªn mÆt xung 
quanh cña h×nh nãn, mçi vÞ 
trÝ cña AC ®−îc gäi lµ mét 
®−êng sinh. Ch¼ng h¹n AD 
lµ mét ®−êng sinh. 

 A gäi lµ ®Ønh vµ AO gäi lµ 
®−êng cao cña h×nh nãn. 

ChiÕc nãn (h. 88) cã d¹ng mÆt 
xung quanh cña mét h×nh 
nãn. Quan s¸t h×nh vµ cho 
biÕt, ®©u lµ ®−êng trßn ®¸y, 
®©u lµ mÆt xung quanh, ®©u 
lµ ®−êng sinh cña h×nh nãn. 

2.  DiÖn tÝch xung quanh h×nh nãn  
C¾t mÆt xung quanh cña mét h×nh nãn däc theo mét ®−êng sinh cña nã 
råi tr¶i ph¼ng ra, ta ®−îc h×nh khai triÓn lµ mét h×nh qu¹t trßn cã t©m lµ 
®Ønh h×nh nãn, b¸n kÝnh b»ng ®é dµi ®−êng sinh vµ ®é dµi cung b»ng ®é 
dµi ®−êng trßn ®¸y cña h×nh nãn. DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn 
b»ng diÖn tÝch cña h×nh qu¹t trßn khai triÓn (h. 89). 

Gäi b¸n kÝnh ®¸y cña h×nh 
nãn lµ r, ®−êng sinh lµ l. 

Theo c«ng thøc tÝnh ®é dµi 
cung, ta cã : 

§é dµi cña cung h×nh qu¹t 
trßn lµ 

n .
180
πl

 

?1 

H×nh 88

H×nh 87

àûúâng cao

H×nh 89

A A'O

S

A

S

A

l     

n2πr ox

A'
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§é dµi ®−êng trßn ®¸y cña h×nh nãn lµ 2πr. 

Tõ ®ã ta cã   
n

180
π l

 = 2πr. 

Suy ra    
n

r
360

=
l

. 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn b»ng diÖn tÝch h×nh qu¹t trßn khai 
triÓn nªn 

Sxq = 
2n n.

360 360
π

= π
l l

l  = πrl. 

Tõ c¸c kÕt qu¶ trªn ta cã : 

 DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn lµ 

Sxq = πrl. 

 DiÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh nãn (tæng diÖn tÝch xung quanh vµ diÖn 
tÝch ®¸y) lµ 

Stp= πrl + πr2. 

VÝ dô. TÝnh diÖn tÝch xung quanh cña mét h×nh nãn cã chiÒu cao h = 16 cm vµ 
b¸n kÝnh ®−êng trßn ®¸y r = 12 cm. 

Gi¶i 
§é dµi ®−êng sinh cña h×nh nãn : 

l = 2 2h r 400+ =  = 20 (cm). 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn : 

Sxq = πrl = π .12. 20 = 240π (cm2). 
         §¸p sè : 240π cm2. 

3.  ThÓ tÝch h×nh nãn 

Cã hai dông cô, mét h×nh 
trô vµ mét h×nh nãn cã 
®¸y lµ hai h×nh trßn b»ng 
nhau. ChiÒu cao cña h×nh 
nãn b»ng chiÒu cao cña 
h×nh trô (h. 90). 

NÕu ta dïng dông cô cã 
d¹ng nh− h×nh nãn nãi 

H×nh 90
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trªn, móc ®Çy n−íc råi ®æ hÕt vµo dông cô h×nh trô th× thÊy chiÒu cao cña cét 

n−íc nµy chØ b»ng 
1
3

 chiÒu cao cña h×nh trô. 

Qua thùc nghiÖm, ta thÊy  Vnãn = 
1
3

.Vtrô. 

Ta cã thÓ tÝch h×nh nãn lµ     V = 21
r h.

3
π  

4.  H×nh nãn côt 

Khi c¾t h×nh nãn bëi mét mÆt 
ph¼ng song song víi ®¸y th×  
phÇn mÆt ph¼ng n»m trong h×nh 
nãn lµ mét h×nh trßn. PhÇn h×nh 
nãn n»m gi÷a mÆt ph¼ng nãi trªn 
vµ mÆt ®¸y ®−îc gäi lµ mét h×nh 
nãn côt (h. 92). 

 

 
 
 

5. DiÖn tÝch xung quanh vµ thÓ tÝch h×nh nãn côt 

Cho h×nh nãn côt cã 1r ,  2r  lµ c¸c b¸n kÝnh ®¸y,  
l lµ ®é dµi ®−êng sinh, h lµ chiÒu cao (h. 92). 

KÝ hiÖu xqS  lµ diÖn tÝch xung quanh vµ V lµ thÓ 

tÝch h×nh nãn côt.  

Quan s¸t h×nh 92, ta nhËn thÊy xqS  lµ hiÖu 

diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn lín vµ h×nh 
nãn nhá, V còng lµ hiÖu thÓ tÝch cña h×nh nãn 
lín vµ h×nh nãn nhá. 

Ta cã c¸c c«ng thøc sau : 

xq 1 2S r r ) .= π( + l  

2 2
1 2 1 2

1
V h(r r r r ).

3
= π + +  

H×nh 92 

H×nh 91. §Ìn treo ë trÇn nhµ khi
bËt s¸ng sÏ t¹o nªn mét "cét s¸ng" 

cã d¹ng  mét h×nh nãn côt 
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Bµi tËp 

15. Mét h×nh nãn ®−îc ®Æt vµo bªn trong mét h×nh  
lËp ph−¬ng nh− h×nh vÏ (c¹nh cña h×nh lËp ph−¬ng 
b»ng 1) (h. 93). H·y tÝnh : 

a) B¸n kÝnh ®¸y cña h×nh nãn. 

b) §é dµi ®−êng sinh. 

16. C¾t mÆt xung quanh cña mét h×nh nãn theo mét 
®−êng sinh vµ tr¶i ph¼ng ra thµnh mét h×nh qu¹t. 
BiÕt b¸n kÝnh h×nh qu¹t trßn b»ng ®é dµi ®−êng sinh 
vµ ®é dµi cung b»ng chu vi ®¸y. 

Quan s¸t h×nh 94 vµ tÝnh sè ®o cung cña h×nh qu¹t trßn. 

 

 

 

 
 

 

H×nh 94 

17. Khi quay tam gi¸c vu«ng ®Ó t¹o ra mét h×nh nãn nh− ë h×nh 87 th× gãc CAO 
gäi lµ nöa gãc ë ®Ønh cña h×nh nãn. BiÕt nöa gãc ë ®Ønh cña mét h×nh nãn lµ 

30o, ®é dµi ®−êng sinh lµ a. TÝnh sè ®o cung cña h×nh qu¹t khi khai triÓn mÆt 
xung quanh cña h×nh nãn. 

18. H×nh ABCD (h. 95) khi quay quanh BC th× t¹o ra : 

(A) Mét h×nh trô ;   

(B) Mét h×nh nãn ; 

(C) Mét h×nh nãn côt ;   

(D) Hai h×nh nãn ; 

(E) Hai h×nh trô. 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng.      

A B

C D

H×nh 95 

6 cm

x

2 cm

2 x π x 2 (cm)2 cm

6 cm

o

H×nh 93 



 118 

19. H×nh khai triÓn cña mÆt xung quanh cña mét h×nh nãn lµ mét h×nh qu¹t. NÕu 
b¸n kÝnh h×nh qu¹t lµ 16 cm, sè ®o cung lµ 120o th× ®é dµi ®−êng sinh cña 
h×nh nãn lµ : 

(A) 16 cm ;  (B) 8 cm ;  (C) 
16
3

cm ;   

(D) 4 cm ;   (E) 
16
5

 cm. 

H·y chän kÕt qu¶ ®óng. 

20. H·y ®iÒn ®ñ vµo c¸c « trèng ë b¶ng sau (xem h×nh 96) : 

B¸n kÝnh ®¸y
r (cm) 

§−êng kÝnh ®¸y
d (cm) 

ChiÒu cao
h (cm)  

§é dµi ®−êng sinh 
l (cm) 

ThÓ tÝch 
V (cm3) 

10  10   

 10 10   

  10  1000 

10    1000 

 10   1000 

 

 

 

 

 

 

 
 

21. C¸i mò cña chó hÒ víi c¸c kÝch th−íc 
cho theo h×nh vÏ (h. 97). H·y tÝnh tæng 
diÖn tÝch v¶i cÇn cã ®Ó lµm nªn c¸i mò 
(kh«ng kÓ riÒm, mÐp, phÇn thõa). 

22. H×nh 98 cho ta h×nh ¶nh cña mét c¸i 
®ång hå c¸t víi c¸c kÝch th−íc kÌm theo 
(AO = OB). 

H·y so s¸nh tæng c¸c thÓ tÝch cña hai h×nh nãn vµ thÓ tÝch cña h×nh trô. 

H×nh 96

d

r

h
l

H×nh 98 

H×nh 97
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LuyÖn tËp 

23. ViÕt c«ng thøc tÝnh nöa gãc ë ®Ønh cña 
mét h×nh nãn (gãc α cña tam gi¸c vu«ng 
AOS − h×nh 99) sao cho diÖn tÝch mÆt khai 
triÓn cña mÆt nãn b»ng mét phÇn t− diÖn 
tÝch cña h×nh trßn (b¸n kÝnh SA). 

24. H×nh khai triÓn cña mÆt xung quanh cña 
mét h×nh nãn lµ mét h×nh qu¹t, b¸n kÝnh 
h×nh qu¹t ®ã lµ 16 cm, sè ®o cung lµ 120o. 
Tang cña nöa gãc ë ®Ønh cña h×nh nãn lµ : 

(A) 
2

4
 ;   (B) 

2
2

 ;  (C) 2  ;   (D) 2 2 . 

H·y chän kÕt qu¶ ®óng. 

25. H·y tÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn côt biÕt hai b¸n kÝnh ®¸y lµ a, b 
(a < b) vµ ®é dµi ®−êng sinh lµ l (a, b, l cã cïng ®¬n vÞ ®o). 

26. H·y ®iÒn ®ñ vµo c¸c « trèng cho ë b¶ng sau (®¬n vÞ ®é dµi : cm) : 

H×nh B¸n kÝnh
®¸y (r) 

§−êng kÝnh
®¸y (d) 

ChiÒu cao
(h) 

§é dµi 
®−êng sinh (l) 

ThÓ tÝch 
(V) 

5  12   

 16 15   

7   25  

  40  29  

27. Mét dông cô gåm mét phÇn cã d¹ng h×nh trô, 
phÇn cßn l¹i cã d¹ng h×nh nãn. C¸c kÝch th−íc 
cho trªn h×nh 100. H·y tÝnh : 

a) ThÓ tÝch cña dông cô nµy ; 

b) DiÖn tÝch mÆt ngoµi cña dông cô (kh«ng 
tÝnh n¾p ®Ëy). 

H×nh 99 

A
B

B

S

O

l

α

H×nh 100 
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28. Mét c¸i x« b»ng inèc cã d¹ng h×nh nãn côt 
®ùng ho¸ chÊt, cã c¸c kÝch th−íc cho ë  
h×nh  101 (®¬n vÞ : cm). 

a) H·y tÝnh diÖn tÝch xung quanh cña x«. 

b) Khi x« chøa ®Çy ho¸ chÊt th× dung tÝch 
cña nã lµ bao nhiªu ? 

29. Cèi xay giã cña §«n-ki-h«-tª (tõ t¸c phÈm cña 
XÐc-van-tÐc (CervantÌs)) 

PhÇn trªn cña cèi xay giã cã d¹ng mét h×nh 
nãn (h. 102). ChiÒu cao cña h×nh nãn lµ 42 cm 
vµ thÓ tÝch cña nã lµ 17 600 cm3. 

Em h·y gióp chµng §«n-ki-h«-tª tÝnh b¸n kÝnh ®¸y cña h×nh nãn (lµm trßn 

kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 102

H×nh 101 
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§3. H×nh cÇu. 
DiÖn tÝch mÆt cÇu vµ thÓ tÝch h×nh cÇu 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1.  H×nh cÇu 

Khi quay nöa h×nh trßn t©m O, b¸n 
kÝnh R mét vßng quanh ®−êng kÝnh AB 
cè ®Þnh th× ®−îc mét h×nh cÇu (h. 103). 

 Nöa ®−êng trßn trong phÐp quay nãi 
trªn t¹o nªn mÆt cÇu. 

 §iÓm O ®−îc gäi lµ t©m, R lµ b¸n 
kÝnh cña h×nh cÇu hay mÆt cÇu ®ã. 

2.  C¾t h×nh cÇu bëi mét mÆt ph¼ng 

Khi c¾t h×nh cÇu bëi mét mÆt ph¼ng 
th× phÇn mÆt ph¼ng n»m trong h×nh 
®ã (mÆt c¾t) lµ mét h×nh trßn. 

C¾t mét h×nh trô hoÆc mét h×nh cÇu 
bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc, ta 
®−îc h×nh g× ? H·y ®iÒn vµo b¶ng 
(chØ víi c¸c tõ "cã", "kh«ng") (h. 104). 

?1 

H×nh 103 

H×nh 104 

R

a) b)

O R
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      H×nh 

MÆt c¾t  
H×nh trô H×nh cÇu 

H×nh ch÷ nhËt   

H×nh trßn b¸n kÝnh R   

H×nh trßn b¸n kÝnh nhá h¬n R   

Quan s¸t h×nh 104, ta thÊy : 

 Khi c¾t h×nh cÇu b¸n kÝnh R bëi mét 

mÆt ph¼ng, ta ®−îc mét h×nh trßn. 

 Khi c¾t mÆt cÇu b¸n kÝnh R bëi mét 

mÆt ph¼ng, ta ®−îc mét ®−êng trßn : 

− §−êng trßn ®ã cã b¸n kÝnh R nÕu 

mÆt ph¼ng ®i qua t©m (gäi lµ ®−êng 

trßn lín). 

− §−êng trßn ®ã cã b¸n kÝnh bÐ h¬n R 

nÕu mÆt ph¼ng kh«ng ®i qua t©m. 

VÝ dô. Tr¸i §Êt ®−îc xem nh− mét h×nh cÇu (h. 105), xÝch ®¹o lµ mét 
®−êng trßn lín. 

3.  DiÖn tÝch mÆt cÇu 

ë líp d−íi, ta ®· biÕt c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch mÆt cÇu  

S = 4πR2 hay S = πd2 

(R lµ b¸n kÝnh, d lµ ®−êng kÝnh cña mÆt cÇu). 

VÝ dô. DiÖn tÝch mét mÆt cÇu lµ 36 cm2. TÝnh ®−êng kÝnh cña mét mÆt 

cÇu thø hai cã diÖn tÝch gÊp ba lÇn diÖn tÝch mÆt cÇu nµy. 

Gi¶i. Gäi d lµ ®é dµi ®−êng kÝnh cña mÆt cÇu thø hai, ta cã 

Cûåc Bùæc

Xñch àaåo

H×nh 105 
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   2dπ  = 3.36 = 108. Suy ra   2d  ≈ 
108
3,14

 ≈ 34,39. 

 VËy d ≈ 5,86 cm. 

4.  ThÓ tÝch h×nh cÇu 

Mét h×nh cÇu cã b¸n kÝnh R vµ mét cèc thuû tinh d¹ng h×nh trô cã c¸c 
kÝch th−íc nh− h×nh 106. 

ë h×nh 106a, h×nh cÇu n»m khÝt trong h×nh trô cã ®Çy n−íc. Ta nhÊc nhÑ 
h×nh cÇu ra khái cèc. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 106 

§o ®é cao cét n−íc cßn l¹i ë h×nh 106b, ta thÊy ®é cao nµy chØ b»ng 
1
3

 

chiÒu cao cña h×nh trô. Do ®ã, thÓ tÝch h×nh cÇu b»ng 
2
3

 thÓ tÝch h×nh trô, hay 

   V = 3 32 4
. 2 R R .

3 3
π = π   

Ta cã c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch h×nh cÇu b¸n kÝnh R lµ 

         V = 34
R

3
π . 

a) b)
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VÝ dô. CÇn ph¶i cã Ýt nhÊt bao nhiªu lÝt 
n−íc ®Ó thay n−íc ë liÔn nu«i c¸ c¶nh 
(xem h×nh 107) ? LiÔn ®−îc xem nh− mét 
phÇn mÆt cÇu. L−îng n−íc ®æ vµo liÔn 

chiÕm 
2
3

 thÓ tÝch cña h×nh cÇu. 

Gi¶i. ThÓ tÝch h×nh cÇu ®−îc tÝnh theo 
c«ng thøc  

V = 34
R

3
π  hay V = 31

d
6

π  (d lµ ®−êng kÝnh). 

(22 cm = 2,2 dm). 

L−îng n−íc Ýt nhÊt cÇn ph¶i cã lµ 

32 . . (2, 2)
3 6

π
 ≈ 3,71 (dm3) = 3,71 (lÝt). 

Bµi tËp 

30. NÕu thÓ tÝch cña mét h×nh cÇu lµ 
1

113
7

 cm3 th× trong c¸c kÕt qu¶ sau ®©y, 

kÕt qu¶ nµo lµ b¸n kÝnh cña nã 
22

lÊy   
7

⎛ ⎞π ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ? 

 (A) 2 cm ;  (B) 3 cm ;  (C) 5 cm ;  (D) 6 cm ;  

 (E) Mét kÕt qu¶ kh¸c. 

31. H·y ®iÒn vµo c¸c « trèng ë b¶ng sau : 

B¸n kÝnh h×nh cÇu 0,3 mm 6,21 dm 0,283 m 100 km  6 hm 50 dam 

DiÖn tÝch mÆt cÇu       

ThÓ tÝch h×nh cÇu       

H×nh 107 
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32. Mét khèi gç d¹ng h×nh trô, b¸n kÝnh ®−êng 
trßn ®¸y lµ r, chiÒu cao 2r (®¬n vÞ : cm). 
Ng−êi ta khoÐt rçng hai nöa h×nh cÇu nh− 
h×nh 108. H·y tÝnh diÖn tÝch bÒ mÆt cña 
khèi gç cßn l¹i (diÖn tÝch c¶ ngoµi lÉn trong). 

 
33. Dông cô thÓ thao 

C¸c lo¹i bãng cho trong b¶ng ®Òu cã d¹ng 
h×nh cÇu. H·y ®iÒn vµo c¸c « trèng ë b¶ng 
sau (lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn ch÷ sè thËp 
ph©n thø hai) : 

Lo¹i bãng 
Qu¶ 

bãng g«n 
Qu¶ khóc
c«n cÇu

Qu¶ 
ten-nÝt

Qu¶ 
bãng bµn 

Qu¶ 
bi-a 

§−êng kÝnh 42,7 mm  6,5 cm 40 mm 61 mm 

§é dµi ®−êng trßn lín  23 cm    

DiÖn tÝch      

ThÓ tÝch      

34. Khinh khÝ cÇu cña nhµ M«ng-g«n-fi-ª (Montgolfier) 

Ngµy 4 − 6 − 1783, anh em nhµ M«ng-g«n-fi-ª 

(ng−êi Ph¸p) ph¸t minh ra khinh khÝ cÇu dïng 

kh«ng khÝ nãng. Coi khinh khÝ cÇu nµy lµ 

h×nh cÇu cã ®−êng kÝnh 11 m. H·y tÝnh diÖn 

tÝch mÆt khinh khÝ cÇu ®ã (lµm trßn kÕt qu¶ 

®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai). 

 

H×nh 109 

H×nh 108 
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 LuyÖn tËp 

35. Mét c¸i bån chøa x¨ng gåm hai nöa h×nh 

cÇu vµ mét h×nh trô (h. 110). 

H·y tÝnh thÓ tÝch cña bån chøa theo c¸c 
kÝch th−íc cho trªn h×nh vÏ. 

36. Mét chi tiÕt m¸y gåm mét h×nh trô vµ hai 

nöa h×nh cÇu víi c¸c kÝch th−íc ®· cho trªn 

h×nh 111 (®¬n vÞ : cm). 

a) T×m mét hÖ thøc gi÷a x vµ h khi AA' cã 
®é dµi kh«ng ®æi vµ b»ng 2a. 

b) Víi ®iÒu kiÖn ë a), h·y tÝnh diÖn tÝch bÒ 
mÆt vµ thÓ tÝch cña chi tiÕt m¸y theo x vµ a. 

37. Cho nöa ®−êng trßn t©m O, ®−êng kÝnh  

AB = 2R, Ax vµ By lµ hai tiÕp tuyÕn víi nöa 

®−êng trßn t¹i A vµ B. LÊy trªn tia Ax ®iÓm 

M råi vÏ tiÕp tuyÕn MP c¾t By t¹i N. 

a) Chøng minh r»ng MON vµ APB lµ hai tam gi¸c vu«ng ®ång d¹ng. 

b) Chøng minh AM.BN = R2. 

c) TÝnh tØ sè MON

APB

S
S

 khi AM = 
R .
2

 

d) TÝnh thÓ tÝch cña h×nh do nöa h×nh trßn APB quay quanh AB sinh ra. 

 
 

Bμi ®äc thªm 

VÞ trÝ cña mét ®iÓm trªn mÆt cÇu − To¹ ®é ®Þa lÝ 
 
Quan s¸t h×nh 112, 113. 

 Mçi ®−êng trßn lµ giao cña mÆt cÇu vµ mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi ®−êng 
th¼ng NB gäi lµ mét vÜ tuyÕn. 

1,80 m

3,62 m

H×nh 110 

H×nh 111 

h 2x

A

O'

O

A'

.

.

.

.
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 XÝch ®¹o lµ vÜ tuyÕn lín nhÊt chia bÒ mÆt Tr¸i §Êt (§Þa cÇu) ra hai 
nöa b»ng nhau. Nöa cÇu cã cùc b¾c (B) lµ b¸n cÇu B¾c, nöa cÇu cã cùc 
nam (N) lµ b¸n cÇu Nam.  

 Mçi ®−êng trßn lín cã ®−êng kÝnh NB gäi lµ mét vßng kinh tuyÕn. Mçi 

nöa vßng kinh tuyÕn nèi hai mót N, B gäi lµ mét kinh tuyÕn. 

 Theo quy −íc quèc tÕ, ng−êi ta chän kinh 
tuyÕn ®i qua ®µi thiªn v¨n Grin-uych 

(Greenwich) (ngo¹i « Lu©n ®«n − n−íc Anh) 

lµm kinh tuyÕn gèc. 

XÝch ®¹o ®−îc lÊy lµm vÜ tuyÕn gèc. 

MÆt ph¼ng qua kinh tuyÕn gèc chia Tr¸i §Êt 
thµnh hai nöa b»ng nhau. Mét nöa lµ b¸n cÇu 
§«ng, nöa kia lµ b¸n cÇu T©y. 

Kinh tuyÕn gèc c¾t xÝch ®¹o ë G'. 

NÕu P lµ mét ®iÓm cña bÒ mÆt §Þa cÇu th× vÜ tuyÕn qua P c¾t kinh tuyÕn 
gèc ë G, kinh tuyÕn qua P c¾t xÝch ®¹o ë ®iÓm P'. Khi ®ã : 

Sè ®o gãc G'OP' gäi lµ kinh ®é cña P, sè ®o gãc G'OG gäi lµ vÜ ®é cña P. 

Tuú theo vÞ trÝ cña P ë phÝa ®«ng hay phÝa t©y ®èi víi kinh tuyÕn gèc, ë 
phÝa b¾c hay phÝa nam ®èi víi xÝch ®¹o mµ ta cÇn chØ râ thªm : kinh ®é 
®«ng hay kinh ®é t©y, vÜ ®é b¾c hay vÜ ®é nam. 

Theo quy −íc, ta viÕt to¹ ®é ®Þa lÝ cña 
mét ®iÓm, ch¼ng h¹n Hµ Néi, nh− sau : 

 

To¹ ®é ®Þa lÝ cña Hµ Néi   
o

o

105  48' §«ng

  20  01' B¾c

⎧⎪
⎨
⎪⎩

. 

(kinh ®é viÕt trªn, vÜ ®é viÕt d−íi). 

H×nh 113 

H×nh 112 
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¤n tËp ch−¬ng IV 

C©u hái 

1.  H·y ph¸t biÓu b»ng lêi : 

 a)  C«ng thøc tÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô. 

 b)  C«ng thøc tÝnh thÓ tÝch cña h×nh trô. 
 c)  C«ng thøc tÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn. 

 d)  C«ng thøc tÝnh thÓ tÝch cña h×nh nãn. 

 e)  C«ng thøc tÝnh diÖn tÝch cña mÆt cÇu. 

 g)  C«ng thøc tÝnh thÓ tÝch cña h×nh cÇu. 

2.  H·y nªu c¸ch tÝnh diÖn tÝch xung quanh vµ thÓ tÝch cña h×nh nãn côt. 

Tãm t¾t c¸c kiÕn thøc cÇn nhí 

 

H×nh H×nh vÏ DiÖn tÝch xung quanh ThÓ tÝch 

H×nh trô 

 

  

 

 

 

Sxq = 2πrh V = πr2h 

H×nh nãn 

 

 

 
 

Sxq = πrl V = 21
r h

3
π  

H×nh cÇu 

 

 

 

 
 

S = 4πR2 V = 34
R

3
π  

h

r

l

. R

h

r
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Bµi tËp 

38. H·y tÝnh thÓ tÝch, diÖn tÝch bÒ mÆt 
mét chi tiÕt m¸y theo kÝch th−íc ®· 
cho trªn h×nh 114. 

 

 

 

 

39. Mét h×nh ch÷ nhËt ABCD cã AB > AD, diÖn tÝch vµ chu vi cña nã theo 

thø tù lµ 2a2 vµ 6a. Cho h×nh vÏ quay xung quanh c¹nh AB, ta ®−îc mét 
h×nh trô. 

TÝnh diÖn tÝch xung quanh vµ thÓ tÝch cña h×nh trô nµy. 

40. H·y tÝnh diÖn tÝch toµn phÇn cña c¸c 
h×nh t−¬ng øng theo c¸c kÝch th−íc ®· 
cho trªn h×nh 115. 

41. Cho ba ®iÓm A, O, B th¼ng hµng theo  
thø tù ®ã, OA = a, OB = b (a, b cïng  
®¬n vÞ : cm). 

Qua A vµ B vÏ theo thø tù c¸c tia Ax vµ 
By cïng vu«ng gãc víi AB vµ cïng 
phÝa víi AB. Qua O vÏ hai tia vu«ng 
gãc víi nhau vµ c¾t Ax ë C, By ë D 
(xem h×nh 116). 

a) Chøng minh AOC vµ BDO lµ hai  
tam gi¸c ®ång d¹ng ; tõ ®ã suy ra tÝch 
AC.BD kh«ng ®æi. 

b) TÝnh diÖn tÝch h×nh thang ABDC khi 

COA  = 60o. 

c) Víi COA  = 60o cho h×nh vÏ quay xung quanh AB. H·y tÝnh tØ sè thÓ 
tÝch c¸c h×nh do c¸c tam gi¸c AOC vµ BOD t¹o thµnh. 

H×nh 114 

7 cm

  cm

11 cm

2 cm

6

H×nh 115 

a) b)

5,6 m

3,6 m

4,8 m2,5 m

H×nh 116 

A

C

D

O B
a

x

y

b
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4
,0

4
,0

2
,0

c)
a) b)

12,6 

6,9 

8
,4

2
0
,0

O

a) b)

14 cm

7,6cm

3,8cm

5
,8

c
m

8
,1

c
m

8
,2

c
m

8
,2

c
m

A D

B

O C

42. H·y tÝnh thÓ tÝch c¸c h×nh d−íi ®©y theo kÝch th−íc ®· cho (h. 117). 

 

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 117 

43. H·y tÝnh thÓ tÝch c¸c h×nh d−íi ®©y theo kÝch th−íc ®· cho (h. 118)  
(®¬n vÞ : cm). 

 

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 118 

44. Cho h×nh vu«ng ABCD néi tiÕp ®−êng trßn t©m O, 
b¸n kÝnh R vµ GEF lµ tam gi¸c ®Òu néi tiÕp  
®−êng trßn ®ã, EF lµ d©y song song víi AB  
(h. 119). Cho h×nh ®ã quay xung quanh trôc GO. 
Chøng minh r»ng : 

a) B×nh ph−¬ng thÓ tÝch cña h×nh trô sinh ra bëi  
h×nh vu«ng b»ng tÝch cña thÓ tÝch h×nh cÇu sinh 
ra bëi h×nh trßn vµ thÓ tÝch h×nh nãn do tam gi¸c 
®Òu sinh ra. 

H×nh 119 

A

G

B

O

E

D C

F

.
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b) B×nh ph−¬ng diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh trô b»ng tÝch cña diÖn tÝch 
h×nh cÇu vµ diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh nãn. 

45. H×nh 120 m« t¶ mét h×nh cÇu ®−îc ®Æt khÝt vµo 
trong mét h×nh trô, c¸c kÝch th−íc cho trªn h×nh vÏ. 
H·y tÝnh : 

a) ThÓ tÝch h×nh cÇu ; 

b) ThÓ tÝch h×nh trô ; 

c) HiÖu gi÷a thÓ tÝch h×nh trô vµ thÓ tÝch h×nh cÇu ; 

d) ThÓ tÝch cña mét h×nh nãn cã b¸n kÝnh ®−êng 
trßn ®¸y lµ r cm vµ chiÒu cao 2r cm ; 

e) Tõ c¸c kÕt qu¶ a), b), c), d), h·y t×m mèi liªn hÖ gi÷a chóng.  

 
 

Bµi tËp «n cuèi n¨m 

A − PhÇn §¹i sè 

1.      XÐt c¸c mÖnh ®Ò sau : 

I. ( 4).( 25) 4. 25− − = − −  ;  II. ( 4).( 25) 100− − =  ; 

III. 100 10=  ;     IV. 100 = ±10. 

Nh÷ng mÖnh ®Ò nµo lµ sai ?  

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng trong c¸c c©u A, B, C, D d−íi ®©y : 

(A) ChØ cã mÖnh ®Ò I sai;   (B) ChØ cã mÖnh ®Ò II sai ; 

(C) C¸c mÖnh ®Ò I vµ IV sai ;  (D) Kh«ng cã mÖnh ®Ò nµo sai. 

2.      Rót gän c¸c biÓu thøc : 

M = 3 2 2 6 4 2− − +  ; 

N = 2 3 2 3+ + − . 

H×nh 120 

O
r cm.

.

.
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3.  Gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
2( 2 6)

3 2 3

+

+
 b»ng : 

(A) 
2 2

3
 ;   (B) 

2 3
3

 ;   (C) 1 ;   (D) 
4 .
3

 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

4.  NÕu 2 x+  = 3 th× x b»ng : 

(A) 1 ;    (B) 7  ;   (C) 7 ;   (D) 49. 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

5.  Chøng minh r»ng gi¸ trÞ cña biÓu thøc sau kh«ng phô thuéc vµo biÕn : 

2 x x 2 x x x x 1. .
x 1x 2 x 1 x

⎛ ⎞+ − + − −
−⎜ ⎟⎜ ⎟−+ +⎝ ⎠

 

6.  Cho hµm sè y = ax + b. T×m a vµ b, biÕt r»ng ®å thÞ cña hµm sè ®· cho tho¶ 
m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn sau : 

a) §i qua hai ®iÓm A (1 ; 3) vµ B (−1 ; −1) ; 

b) Song song víi ®−êng th¼ng y = x + 5 vµ ®i qua ®iÓm C (1 ; 2). 

7.  Cho hai ®−êng th¼ng : 

     y = (m + 1)x + 5,   (d1) 

     y = 2x + n.    (d2) 

Víi gi¸ trÞ nµo cña m vµ n th× : 

a) d1 trïng víi d2  ? 

b) d1 c¾t d2  ? 

c) d1 song song víi d2 ? 

8.  Chøng minh r»ng khi k thay ®æi, c¸c ®−êng th¼ng (k + 1)x – 2y = 1 lu«n ®i 
qua mét ®iÓm cè ®Þnh. T×m ®iÓm cè ®Þnh ®ã. 
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9.  Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh : 

a) 
2x 3 y 13

3x y 3

⎧ + =⎪
⎨

− =⎪⎩
;     b) 

3 x 2 y 2

2 x y 1

⎧ − = −⎪
⎨

+ =⎪⎩
. 

10. Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh : 

a)
2 x 1 y 1 1

x 1 y 1 2

⎧ − − − =⎪
⎨

− + − =⎪⎩
 ;    b) 

( )
( )

2

2

x 1 2y 2

3 x 1 3y 1

⎧ − − =⎪
⎨
⎪ − + =⎩

. 

11.  Hai gi¸ s¸ch cã 450 cuèn. NÕu chuyÓn 50 cuèn tõ gi¸ thø nhÊt sang gi¸ thø 

hai th× sè s¸ch ë gi¸ thø hai sÏ b»ng 
4
5

 sè s¸ch ë gi¸ thø nhÊt. TÝnh sè s¸ch 

lóc ®Çu trong mçi gi¸. 

12.  Qu·ng ®−êng AB gåm mét ®o¹n lªn dèc dµi 4 km vµ mét ®o¹n xuèng dèc 
dµi 5 km. Mét ng−êi ®i xe ®¹p tõ A ®Õn B hÕt 40 phót vµ ®i tõ B vÒ A hÕt  
41 phót (vËn tèc lªn dèc, xuèng dèc lóc ®i vµ vÒ nh− nhau). TÝnh vËn tèc lóc 
lªn dèc vµ lóc xuèng dèc. 

13.  X¸c ®Þnh hÖ sè a cña hµm sè y = ax2, biÕt r»ng ®å thÞ cña nã ®i qua 
®iÓm A(−2 ; 1). VÏ ®å thÞ cña hµm sè ®ã. 

14.  Gäi x1, x2 lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 3x2 − ax − b = 0. Tæng x1 + x2 
b»ng : 

(A) 
a
3

−  ;  (B) 
a
3

 ;   (C) 
b
3

 ;  (D) 
b .
3

−  

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

15.  Hai ph−¬ng tr×nh x2 + ax + 1 = 0 vµ x2 − x − a = 0  
cã mét nghiÖm thùc chung khi a b»ng : 
(A) 0 ;    (B) 1 ;    (C) 2 ;   (D) 3. 
H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

16.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 
a) 2x3 − x2 + 3x + 6 = 0 ;  b) x(x + 1)(x + 4)(x + 5) = 12. 

17.  Mét líp häc cã 40 häc sinh ®−îc s¾p xÕp ngåi ®Òu nhau trªn c¸c ghÕ b¨ng. 
NÕu ta bít ®i 2 ghÕ b¨ng th× mçi ghÕ cßn l¹i ph¶i xÕp thªm 1 häc sinh. TÝnh 
sè ghÕ b¨ng lóc ®Çu. 

18. C¹nh huyÒn cña mét tam gi¸c vu«ng b»ng 10 cm. Hai c¹nh gãc vu«ng cã  
®é dµi h¬n kÐm nhau 2 cm. TÝnh ®é dµi c¸c c¹nh gãc vu«ng cña tam gi¸c 
vu«ng ®ã. 
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B − PhÇn H×nh häc 
1. Chu vi h×nh ch÷ nhËt ABCD lµ 20 cm. H·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña ®é dµi 

®−êng chÐo AC. 

2. Tam gi¸c ABC cã B  = 45o, C  = 30o. NÕu AC = 8 th× AB b»ng : 

(A) 4 ;   (B) 4 2  ;   (C) 4 3  ;   (D) 4 6 . 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

3. Cho tam gi¸c ABC vu«ng ë C cã ®−êng trung tuyÕn BN vu«ng gãc víi 
®−êng trung tuyÕn CM, c¹nh BC = a. TÝnh ®é dµi ®−êng trung tuyÕn BN. 

4. NÕu tam gi¸c ABC vu«ng t¹i C vµ cã sinA = 
2
3

 th× tgB b»ng : 

(A) 
3
5

 ;   (B) 
5

3
 ;   (C) 

2

5
 ;   (D) 

5 .
2

 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

5. Tam gi¸c ABC vu«ng t¹i C cã AC = 15 cm. §−êng cao CH chia AB thµnh 
hai ®o¹n AH vµ HB. BiÕt HB = 16 cm. TÝnh diÖn tÝch tam gi¸c ABC. 

6. Mét h×nh ch÷ nhËt c¾t ®−êng trßn nh− h×nh 121, biÕt AB = 4, BC = 5,  
DE = 3 (víi cïng ®¬n vÞ ®o). 
§é dµi EF b»ng : 

(A) 6 ; (B) 7 ;     (C) 
20
3

 ;     (D) 8. 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

7. Cho tam gi¸c ®Òu ABC, O lµ trung 
®iÓm cña BC. Trªn c¸c c¹nh AB, AC 
lÇn l−ît lÊy c¸c ®iÓm di ®éng D vµ E 

sao cho DOE  = 60o. 

a) Chøng minh tÝch BD.CE kh«ng ®æi. 

b) Chøng minh ΔBOD  ΔOED. Tõ ®ã suy ra tia DO lµ tia ph©n gi¸c  

cña BDE.  

c) VÏ ®−êng trßn t©m O tiÕp xóc víi AB. Chøng minh r»ng ®−êng trßn 
nµy lu«n tiÕp xóc víi DE. 

8. Cho hai ®−êng trßn (O ; R) vµ (O' ; r) tiÕp xóc ngoµi (R > r). Hai tiÕp 
tuyÕn chung AB vµ A'B' cña hai ®−êng trßn (O), (O') c¾t nhau t¹i P (A vµ A' 
thuéc ®−êng trßn (O'), B vµ B' thuéc ®−êng trßn (O)). BiÕt PA = AB = 4 cm. 
TÝnh diÖn tÝch h×nh trßn (O'). 

H×nh 121 

D

A 4

3

B

E F

C5
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9. Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp ®−êng trßn (O') vµ ngo¹i tiÕp ®−êng trßn (O). 
Tia AO c¾t ®−êng trßn (O') t¹i D. Ta cã : 

(A) CD = BD = O'D ;    (B) AO = CO = OD ; 

(C) CD = CO = BD ;     (D) CD = OD = BD. 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

10. Cho tam gi¸c nhän ABC néi tiÕp ®−êng trßn (O). C¸c cung nhá AB, BC, 
CA cã sè ®o lÇn l−ît lµ x + 75o, 2x + 25o, 3x – 22o. Mét gãc cña tam gi¸c 
ABC cã sè ®o lµ : 

(A) 57o5 ;  (B) 59o ;  (C) 61o ;  (D) 60o. 

H·y chän c©u tr¶ lêi ®óng. 

11. Tõ mét ®iÓm P ë ngoµi ®−êng trßn (O), kÎ hai c¸t tuyÕn PAB vµ PCD tíi 
®−êng trßn. Gäi Q lµ mét ®iÓm n»m trªn cung nhá BD (kh«ng chøa A vµ C) 

sao cho s® BQ  = 42o vµ s® QD  = 38o. TÝnh tæng BPD  + AQC . 

12. Mét h×nh vu«ng vµ mét h×nh trßn cã chu vi b»ng nhau. Hái h×nh nµo cã 
diÖn tÝch lín h¬n ? 

13. Cho ®−êng trßn (O), cung BC cã sè ®o b»ng 120o, ®iÓm A di chuyÓn trªn 
cung lín BC. Trªn tia ®èi cña tia AB lÊy ®iÓm D sao cho AD = AC. Hái 
®iÓm D di chuyÓn trªn ®−êng nµo ? 

14. Dùng tam gi¸c ABC, biÕt BC = 4 cm, A = 60o, b¸n kÝnh ®−êng trßn néi 
tiÕp tam gi¸c b»ng 1 cm. 

15. Tam gi¸c ABC c©n t¹i A cã c¹nh ®¸y nhá h¬n c¹nh bªn, néi tiÕp ®−êng 
trßn (O). TiÕp tuyÕn t¹i B vµ C cña ®−êng trßn lÇn l−ît c¾t tia AC vµ tia 
AB ë D vµ E. Chøng minh : 

a) BD2 = AD.CD ; 

b) Tø gi¸c BCDE lµ tø gi¸c néi tiÕp ; 

c) BC song song víi DE. 

16. Mét mÆt ph¼ng chøa trôc OO' cña mét h×nh trô ; phÇn mÆt ph¼ng n»m 
trong h×nh trô lµ mét h×nh ch÷ nhËt cã chiÒu dµi 3 cm, chiÒu réng 
2 cm. TÝnh diÖn tÝch xung quanh vµ thÓ tÝch h×nh trô ®ã. 

17. Khi quay tam gi¸c ABC vu«ng ë A mét vßng quanh c¹nh gãc vu«ng AC 

cè ®Þnh, ta ®−îc mét h×nh nãn. BiÕt r»ng BC = 4 dm, ACB = 30o. TÝnh 
diÖn tÝch xung quanh vµ thÓ tÝch h×nh nãn. 

18. Mét h×nh cÇu cã sè ®o diÖn tÝch (®¬n vÞ : m2) b»ng sè ®o thÓ tÝch (®¬n vÞ : m3). 
TÝnh b¸n kÝnh h×nh cÇu, diÖn tÝch mÆt cÇu vµ thÓ tÝch h×nh cÇu. 



 136 

Môc lôc 
Trang 

PhÇn ®¹i sè 
Ch−¬ng III − HÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn   

§1. Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 4 
§2. HÖ hai ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 8 
§3. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng ph−¬ng ph¸p thÕ 13 
§4. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh b»ng ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè 16 
§5. Gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp hÖ ph−¬ng tr×nh 20 
§6. Gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp hÖ ph−¬ng tr×nh (tiÕp theo) 22 
¤n tËp ch−¬ng III 25 

Ch−¬ng IV − Hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) − Ph−¬ng tr×nh bËc hai mét Èn 
§1. Hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) 28 
§2. §å thÞ cña hµm sè y = ax2 (a ≠ 0) 33 
§3. Ph−¬ng tr×nh bËc hai mét Èn 40 
§4. C«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai 43 
§5. C«ng thøc nghiÖm thu gän 47 
§6. HÖ thøc Vi-Ðt vµ øng dông 50 
§7. Ph−¬ng tr×nh quy vÒ ph−¬ng tr×nh bËc hai 54 
§8. Gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch lËp ph−¬ng tr×nh 57 
¤n tËp ch−¬ng IV 60 

PhÇn h×nh häc 
Ch−¬ng III − Gãc víi ®−êng trßn 

§1. Gãc ë t©m. Sè ®o cung 66 
§2. Liªn hÖ gi÷a cung vµ d©y 70 
§3. Gãc néi tiÕp 72 
§4. Gãc t¹o bëi tia tiÕp tuyÕn vµ d©y cung 77 
§5. Gãc cã ®Ønh ë bªn trong ®−êng trßn. 
      Gãc cã ®Ønh ë  bªn ngoµi ®−êng trßn 80 
§6. Cung chøa gãc 83 
§7. Tø gi¸c néi tiÕp 87 
§8. §−êng trßn ngo¹i tiÕp. §−êng trßn néi tiÕp 90 
§9. §é dµi ®−êng trßn, cung trßn 92 
§10. DiÖn tÝch h×nh trßn, h×nh qu¹t trßn 97 
¤n tËp ch−¬ng III 100 

Ch−¬ng IV − H×nh trô − H×nh nãn − H×nh cÇu 
§1. H×nh trô − DiÖn tÝch xung quanh vµ thÓ tÝch cña h×nh trô 107 
§2. H×nh nãn − H×nh nãn côt − DiÖn tÝch xung quanh vµ 
      thÓ tÝch cña h×nh nãn, h×nh nãn côt 113 
§3. H×nh cÇu − DiÖn tÝch mÆt cÇu vµ thÓ tÝch h×nh cÇu 121 
¤n tËp ch−¬ng IV 128 
Bµi tËp «n cuèi n¨m 131 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




